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RESUMO

O homem tem observado o Universo desde a sua consciéncia e vem desenvolvendo
conceitos, algumas vezes misticos, para explicar sua origem. Com o passar do tempo e
a evolucao da ciéncia a cosmologia surge para explicar alguns questionamentos do ser
humano. Modelos cosmoldgicos foram propostos para explicar a dindmica e origem do
Cosmos. Mas como testar qual modelo pode explicar de forma mais completa o nosso
Universo observavel. Isto s6 ¢ possivel através de testes envolvendo dados observacionais
e o emprego de ferramentas estatisticas. Em nossas analises estatisticas, nds inicialmente
utilizamos uma amostra constituida de 32 idades de galdxias distribuidas no intervalo
de redshift (0.11 < z < 1.84). Com o intuito de estudar os vinculos observacionais
sobre a energia escura a partir de dados futuros construimos amostras simuladas via
o método Monte Carlo, centrado no modelo ACDM plano dentro de uma distribuicao
normal. Na construcao das amostras sintéticas utilizamos o valor de €2, = 0.27 e um
valor de Hy = 73.5Km.s™'.Mpc™" (independente de modelos cosmoldgicos). Fizemos uso
do método do x?2,, para encontrar os melhores ajustes dos pardmetros livres de nossos
cendarios coésmico. Em seguida calculamos a matriz de Fisher em termos dos parametros
selecionados, a Matriz de covaridncia e por fim, calculamos a Figura de Mérito (FoM).
Mostramos que a FoM é uma ferramenta bastante util e que possibilitou quantificar o
potencial restritivo de dados sintéticos indicando que no futuro medidas de idades de

galaxias serao capazes de impor limites significantes nas cosmologias adotadas.

Palavras-chave: Modelos Cosmolégicos; Dados Sintéticos; Figura de Mérito.
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ABSTRACT

Man has observed the Universe since his consciousness and has been developing
concepts, sometimes mystical, to explain its origin. Over time and the evolution of science
cosmology arises to explain some questions of the human being. Cosmological models were
proposed to explain the dynamics and origin of cosmos. But how to test which model
can more thoroughly explain our observable Universe. This is only possible through tests
involving observational data and the use of statistical tools. In our statistical analyses, we
initially used a sample consisting of 32 ages of galaxies distributed in the redshift interval
(0,11 < z < 1,84). In order to study the observational constraints on dark energy with
data from future surveys, we constructed simulated samples via the Monte Carlo method,
centered on the flat CDM model within a normal distribution. In the construction of
synthetic samples we used the value of ,,, = 0,27 and a value of Hy = 73,5Km.s~ . Mpc*
(independent of cosmological models). We used the X, method to find the best fits of
the free parameters of our cosmic scenarios. Next, we calculate Fisher’s matrix in terms
of the selected parameters, the covariance matrix, and finally, we calculate the Figure of
Merit (FoM). We show that FoM is a very useful tool and that it made it possible to
quantify the restrictive potential of synthetic data indicating that in the future galaxy

age measures will be able to impose significant limits on the adopted cosmologies.

Keywords: Cosmological models; Synthetic Data; Figure of Merit.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Cosmologia é uma ciéncia que tem como objeto de estudo o Universo. Este é um
assunto que desperta a curiosidade nos seres humanos desde os primoérdios e, atualmente,
os cosmoélogos se preocupam em responder algumas questoes da fisica contemporanea,

compreendendo a estrutura, a composicao e a evolugao do Universo em grande escala.

Ja é sabido que a revolucao cientifica trouxe varios frutos para a sociedade e uma
delas é o nascimento da Cosmologia no inicio do século X X, quando surgiram desafios
nas areas de fisica, devido a graves problemas de incompatibilidade como, por exemplo,
o da propria indefinicao da descricao do comportamento dos atomos que nao conseguia
ser explicadas pela fisica classica. Como resultado destas incoexisténcias, com a teoria
utilizada, surgiram novos conceitos que responderam a essas questoes e trouxeram uma
nova fisica, explicando nao s6 a natureza microscépica de ordem atomica, como também

a macroscopica de ordem das galaxias.

A cosmologia moderna comegou em 1915 quando o Fisico Alemao A. Einstein
(1979 -1955) propds a Teoria da Relatividade Geral (TRG) como uma teoria geométrica
da gravitagdo [1]. No artigo, intitulado, Die Feldgleichungen der Gravitation ' e publicado
pela revista Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
844-847, ele descreve a gravidade resolvendo os principais problemas nao descritos pela

fisica newtoniana. E uma hipdtese generalista da relatividade especial, fornecendo uma

ITraducéo livre do Alemao: As equaces de Campo da Gravitacio.
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descricao unificada da gravidade como uma propriedade do espaco-tempo. Dois anos
depois, Einstein propds um modelo Cosmolégico que descrevia a dindmica do Universo,
tendo como base a TRG [2]. Naquela época, ele pensava que o Universo seria estatico e
introduziu um termo repulsivo nas equagoes de campo da TRG com a finalidade de evitar

a atracao provocada pela matéria, correspondente a um modelo relativistico?.

Apéds a publicagdo do artigo de Einstein, varios cientistas contribuiram para a
criacao de modelos cosmolédgicos na tentativa de representar a dindmica do Universo. O
primeiro deles foi no mesmo ano da publicacdo de Einstein, o do holandés W. de Sitter
(1872-1934). Ele propds, através das equagoes de Einstein, que o Universo nao era estatico
e sim, estava se modificando continuamente. Em seu modelo, o Universo é inteiramente
descrito com auséncia de matéria e radiagao, as galaxias sao interpretadas como particulas
flutuando dentro do espago-tempo em expansao e a sua semelhanca com o modelos de
Einstein estd na constante cosmoldgica [3]. No ano de 1922, o cosmélogo Russo A. Fried-
mann (1888-1925) publicou um artigo onde ele resolve as equagdes de campo de Einstein
com a premissa de um Universo homogéneo e isotrépico em grandes escalas, o que poste-
riormente é conhecido como Principio Cosmolégico [4]. Naquela publicagdo, é obtido um
modelo de curvatura espacial positiva com fases de expansao e contragao (expansionista),
sem lambda (A), diferente do que Einstein tinha pensado, o que depois ele o chamou de
maior erro de sua vida [5]. Mais adiante, Friedmann admitiu que esta era mais uma das
possibilidades de universos, que poderiam ter curvatura abertos, fechada e nula. Infeliz-
mente seu trabalho sé foi reconhecido depois de muito tempo de sua publicagdo. Poucos
anos depois, em 1927, o belga G. Lamaitre (1989-1966) apresentou suas ideias na Confe-
réncia Solvay, sobre um Universo finito que se originou de um ponto (dtomo primordial).
Ele demonstrou uma derivacao da lei de Hubble sobre a velocidade de afastamento das
galaxias e provou matematicamente pela equagdes de Einstein a teoria do Big Bang [6].
Dois anos mais tarde, o astrénomo Estadunidense Edwin P. Hubble (1889 -1953) mos-
trou uma evidéncia observacional de que o Universo estava em expansao, o que tornou a

publicagdo do chamado dtomo primordial bastante aceita pela comunidade cientifica.

A evidéncia de Hubble foi feita no observatério de Monte Wilson, com o telescopio

Hooker, sendo possivel medir o periodo de variagao da luminosidade de estrelas Cefeidas

2Este termo, chamado de constante cosmolégica, é visto nas equacdes de Einstein como um termo
adicional do campo da métrica multiplicado por uma constante. E geralmente representada pela letra
grega lambda (A).
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em 46 galaxias. Devido a este trabalho, estabeleceu-se a Lei de Hubble que mostrou a
relacao da velocidade de afastamento e a distancia de determinada galaxia referente a
Via Lactea [7]. Ou seja, conforme estas observagoes, o Universo tinha uma dindmica

expansionista e nao estatica como proposta por Einstein em 1917.

No ano de 1947 o Russo George A. Gamow (1904-1968), que é considerado um
dos pais do Modelo Padrao, junto com os seus colaboradores, contribuiram de forma
significativa nas pesquisas sobre a natureza inicial do Universo com foco em fisica nuclear
de alta energia. Com a descoberta na década de 30 de elementos como néutro, deutério e
positron foi possivel para Gamow e seu grupo, realizar experimentos que solucionava um
problema central, a formagao dos elementos leves (Hidrogénio, Deutério, Hélio e Litio),

um modelo descrito como Nucleossintese Primordial [8].

Através da nucleossintese primordial foi possivel prever teoricamente a existéncia
de uma radiacao, uma reliquia da época do Big Bang, que permeasse o Universo até os
dias atuais®. Em 1964 Arno A. Penzias e Robert Wilson construiram um radiémetro que
possuia uma sensibilidade a ruidos térmicos muito baixos, da ordem de 3,5K. Naquele
momento foi possivel identificar, por meio de andalises continuas, que se tratava da Ra-
diagdo Coésmica de Fundo (RCF) [9]. Com o avango da tecnologia, em 1970, o satélite
Cosmic Background Ezplorer (COBE) mapeou o céu para analisar a RCF e medir as ani-
sotropias obtidas das pequenas variacoes da temperatura de fundo* e assim, analisando
graficamente com relacao aos pardmetros cosmoldgicos do modelo padrao, tornou-se pos-

sivel uma primeira prova que no inicio do Universo teria havido pertubagoes para formar

as estruturas atuais e sem isso, o Universo nao existiria.

Em 1998 teve mais uma grande conquista na Cosmologia. Desta vez, duas equipes
de pesquisadores: uma liderado por Saul Perlmutter e Brian Schmidt e outra liderado
por Adam Riess. Eles obtiveram varios resultados de medidas de Supernovas do tipo Ia
e por meio de andlises estatisticas restringiram os parametros cosmoldgicos, reduzindo

as incertezas pela quantidade de amostra, sendo bastante significativo para o estudo da

3Ironicamente é que esta radiacdo foi detectada acidentalmente em 1964 por Penzias e Wilson, dando
a eles o nébel por este feito.

40s primeiros resultados sobre as variacdes na temperatura da RCF e sobre seu espectro de corpo
negro foram publicados em [10,11]. Por esses resultados, em 2006, George F. Smoot, e Jonh C. Mather,
foram laureados com o prémio Nobel em fisica. Para uma revisao histérica completa sobre a RCF, veja
a Ref. [12].
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. As equipes utilizaram métodos inovadores que diminuiram os

expansao do Universo
erros de medicao, a susceptibilidade de selecao das SN Ia foi reduzida e uma técnica de
multicolor que acentuou o avermelhamento observado em cada supernova. Por meio destes
resultados aplicado nas equagoes da cosmologia padrao se inferiu que o Universo esta em

expansao acelerada e que existe uma energia escura responsavel por essa caracteristica

13, 14].

Um dos mais recente resultados na astronomia remete ao trabalho de Albert Eins-
tein de 1916. Com o uso da relatividade geral ele propos que se dois corpos macigos
chocam-se no espaco-tempo causara uma perturbacao que se propagara na velocidade da
luz, como se fosse uma pedra lancada na agua. Quase um século depois, em 2015 ocor-
reu uma destas oscilagoes e foi detectado pelo Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory (LIGO) utilizando um interferdmetro a laser semelhante ao utilizado por
Michelson-Morley em 1887. Este experimento® corroborou mais uma vez com a TRG e
por consequéncias os diversos modelos cosmolégicos formulados que descrevem a dinamica

expansionista do Universo [15].

Na literatura, ao longo dos anos, os cosmologos seguem basicamente duas linhas de
estudo na tentativa de explicar a atual fase de expansao acelerada do Universo: a primeira
estd associada a apari¢do de uma componente exética, denominada Energia Escura, que
exerce uma forga contraria a gravitacional, com uma pressao negativa, atraindo a matéria
fazendo o Universo acelerar. Dentro do contexto da TRG, de fato, o modelo ACDM
(Modelo Cosmolégico Padrao) é o mais bem ajustado aos dados observacionais e é descrito
por um fluido com equagao de estado do tipo vacuo e densidade de energia constante
[16,17]. Apesar de seu sucesso, este modelo esta radicalmente em desacordo com a tedrica
da energia do vacuo que ¢é descrita pela teoria quantica de campos, o que incentiva a criacao
de modelos alternativos para descricao do Universo, tais como: Big Rip, modelo que a
expansao ¢ infinita [18]; Big crunsh, um Universo que nao teve inicio, sempre existiu. Neste
modelo, o Universo seria ciclico, desacelera e contraia novamente, proporcionando outro
Big Bang, depois volta a acelerar [19]; Modelo de quintesséncia: Campo Escalar [20], gas

de Chaplygin [21], decaimento do Vacuo [22]. J& segunda linha de estudo, estd associada

5Esses autores receberam o prémio Nobel de 2011, mostraram como a expansdo do Universo estd
acelerando baseado na observagao da luz oriundas de SN Ia.

5Este resultado que foi considerada pelo o Juri como uma "descoberta que sacudiu o mundo'laurearam
os cientistas Rainer Weiss, Barry Barish e Kip Thorne o Prémio Nobel de Fisica de 2017 por seu trabalho
no LIGO, o detector de ondas gravitacionais.



Capitulo 1. INTRODUCAO 5

a retificagoes na TRG (modelos de gravidade modificada), como por exemplo, modelos de

Brana [23], Expansao Cardassiana [24] e F'(R) [25].

Motivado por esta variedade de cosmologias que surgiram devido as lacunas que
cada modelos pode ter, o objetivo deste trabalho é obter o grau de precisdao de alguns
modelos existentes na literatura a luz de dados sintéticos de idades de galaxias, sendo esses
simulados via Método Monte Carlos (MMC) a partir dos dados observacionais/reais. Para
tal, faremos uso de analise estatisticas e do método denominado Figura de Mérito - FoM.
A fim de calcular a FoM, usaremos a definicao apresentada pelo projeto Dark Energy Task

Force (DEFT). Para maiores detalhes veja a Ref. [26].

Esta dissertacdo estd dividida da seguinte forma: no capitulo que segue descre-
vemos os principais pilares observacionais que corroboram com a teoria do Big-Bang,
apresentando a lei de Hubble, o surgimento da matéria no Universo primordial, a ra-
diagao cosmica de fundo e também como a relatividade geral contribui para explicar a
dindmica do Universo numa cosmologia padrao. No capitulo trés, sao revisados, além do
modelos ACDM, os outros modelos adicionais abordados neste trabalho. Na sequéncia,
faremos uso de ferramentas estatisticas para inferéncias de grandezas desejadas e assim,
analisar os modelos adotados. Por fim, no ultimo capitulo, mostraremos os resultados e

as consideracoes finais deste trabalho.



CAPITULO 2

COSMOLOGIA PADRAO

Neste capitulo, aborda-se a cosmologia padrao de maneira simples e mais clara
possivel. Inicia-se com a exploracao da expansao do Universo a partir das descobertas do
telescopio Hubble, que nos permitiu formular teorias desde do Big-Bang até a dinamica
do Universo atual. Objetivando que o leitor, sem conhecimento prévio do tema, possa

entender os conceitos abordados.

2.1 A expansao do universo

Do ponto de vista observacional, grandes descobertas na cosmologia foram gracgas
aos estudos de Edwin Hubble em 1929, apresentando dados que o Universo nao era estavel
e sim, mutavel. Também constatou a existéncia de outras galaxias, surgindo assim a
astronomia extragalactica, que ja tinha sido proposto, primeiramente, por Kant na metade
do século XVIII [27]. Esta, porém, nao foi a descoberta mais importante de Hubble.
Seu resultado nos revelou que galaxias proximas se afastam de nés com velocidades, v,

crescentes com as distancias, d, deparadas delas!, [7].

v=H(t).d, (2.1)

Note que isso significa que o Universo estd se expandindo de forma contraria ao que nossa intuicio
acredita, ou seja a gravidade deveria fazer com que esta expansdo fosse decrescente. Além do mais,
contraria a ideia proposta por Einstein sobre o Universo ser estatico.
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onde as medigoes das velocidades de recessao estao em km/s e as distancias em megapar-
sec. Nesse sistema de unidades, o parametro de Hubble, H(t) é dado por km/s. Mpc™t.
Ele também pode ser determinado através do fator de escala e da sua derivada no tempo,
H(t) = % e firma naturalmente uma escala temporal caracteristica para o Universo por

possuir dimensdo de inverso do tempo [T]~!. Para Universo atual Hy = H(t = 0).

Logo apos a descoberta de Hubble, houve muita dificuldade de estabelecer o valor
de Hy devido a erros de medidas. Atualmente, mesmo existindo maneiras independentes
de medir Hj, ainda existe uma tensao de mais de 30 nestas medidas: uma a partir
de observagoes da radiacio cosmica de fundo, Hy = 67.4 + 0.5 km/s.Mpc™ [28] e a
outra oriunda das escada de distancia cosmica de SNe do tipo la, Hy = 73.52 4+ 1.42

km/s/Mpc [29].

A lei de Hubble, a equacao (2.1) que é atribuida a recessao das galaxias, é um
dos pilares da cosmologia moderna. Ela mostra, definitivamente, que o Universo estd se

expandindo como podemos ver abaixo pela figura original de Hubble, [7],

500 T

500 T

Velocidade (km/s)

0 108 2x10°
Distancia (parsec)

Figura 2.1: Lei de Hubble que comprova a expansao do Universo. Versdo original [7]

Levando em conta que o Universo estd em expansao podemos fazer uso de um sis-
tema de coordenadas diferente, onde conectamos a distancia prépria, r(t), com a distancia

comovel, r(tg), através de um fator de escala, a(t),

r(t) = a(t)r(to). (2.2)

Note que esta relagao sé é possivel devido a expansao do Universo ser uniforme. Podemos
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medir a taxa de expansao do Universo através do termo a(t), [30].

2.1.1 DESVIO PARA O VERMELHO

Um dos problemas na cosmologia é determinar distancias astronomicas de forma
precisa e, na literatura, existem inimeras maneiras de obter esta grandeza: uma, é através
de placas fotograficas; uma outra, via de medicao do satélite hipparcos, que tem limitacoes
a estrelas mas distantes, pois ficam inacessiveis a observagoes. Uma forma mais rigorosa
para estrelas muito distantes é utilizando a identificacdo e medida de variaveis cefeidas,
[31]. Com algumas defini¢bes matemadtica relacionadas ao fluxo de luminosidade medido,

podemos calcular distancias. Para mais detalhes, veja a referéncia [32].

Com relagao as galaxias, utilizamos o efeito doppler para determinar as suas dis-
tancias, ja que elas possuem velocidade radial ao observador, caracteristica que pode
ser facilmente medida. Sua velocidade de afastamento causa um deslocamento conjunto
das linhas espectrais que pode ser aferido por uma observacao espectroscopica bastante
aprimorada [7,32]. Estas medidas podem ser realizadas tanto com linhas espectrais de
emissio como de absorcdo. Observe o esquema da figura 2.2. E possivel identificar o
padrao de espectro de um elemento quimico, \g, que é extremamente bem determinado
pelas leis de transicdo atémica. Note que com um espectrografo é observado as medida
das linhas espectrais devido ao movimento da fonte em relagao ao observador. Em um
outro instante essas linhas terao outro padrao de emissao A, pode-se determinar o deslo-
camento do seu espectro, conhecido como redshft (z) ao qual esté ligado ao efeito doppler
e conseguintemente a velocidade de afastamento em uma aproximacgao de primeira ordem,

como descrita pela equagao, [33]

=AM =X

. (2.3)

ole

Esta equagao 2.3 nos levou a constatacao de que quanto mais distante for a galdxia mais
rapida ela se afasta proporcionalmente de nés, completamente em acordo com a figura

2.1.

Para facilitar a nossa compreensao dos calculos imaginamos que um féton de com-

primento \g seja emitido em um tempo ty3, onde o fator de escala do Universo, ag, seréd
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y linhas de
absorcao

o

A
espectrografo
/

( linhas de
/ emissdo

gds quente
regioes HIT

Figura 2.2: Medida das linhas espectrais devido ao movimento da fonte em relagao ao observador
com um espectrégrafo. Figura retirada da referéncia [32].

modificado com a sua expansao. Logo em um instante posterior, t, medimos um a(t) que
estd relacionado ao comprimento de onda A(¢). Utilizando a equagao (2.3), obtemos uma,

relagdo entre z e a(t),

1
l+z= o (2.4)

implicando que o redshft é uma consequéncia direta da expansao do Universo e nao do

efeito doppler [32]. Esta relagao pode ser descrita também da seguinte forma:

1+2z= Wz) (2.5)

sendo que o sub-indice 0 indica o tempo atual, ay é descrito como valor atual do fator
de escala em t = ty e a(t) é o fator de escala em um tempo qualquer. H4 intengao de
relacionar todas equacgoes futuras com o redshft, para isso, temos uma relagao desse com

outras variaveis.

2.2 Nucleossintese Primordial

A nucleossintese primordial descreve como foi a formacgao de componentes essen-
ciais para surgimento da matéria barionica e ela é considerada um dos pilares do MCP.

No inicio do Universo, neste estado primordial, tudo estava condessado e quente e devido



Capitulo 2. COSMOLOGIA PADRAO 10

a instabilidade das particulas isso nao se manteve dando origem a expansao do Universo.
Durante esse periodo, a radiagao dominava o Universo e sua densidade era inversamente
proporcional ao fator de escala do Universo a(t) [33]. Apds os primeiros minutos do Big-

Bang surgiram elementos com ntcleos mais leves e esses foram forjados basicamente na

era pré-galdtica: o hidrogénio (*H), deutério (2H), hélio (*He) e (*He), e o litio ("Li) [34].

Reagbes nucleares puderam acontecer no meio gasoso interestelar devido a forma-
¢ao desses nucleos leves e assim antes da sintese das galaxias alguns outros elementos em
concentragoes pequenas puderam ser formados. Porém, depois do surgimento das gala-
xias, grande parte dos elementos mais pesados presentes na Terra e em algumas outras
estrelas mais novas foram formados em explosoes de nova e supernova [34]. A medida
que o Universo continuou a se expandir, a temperatura diminuiu e a pressao entre os
elementos baridnicos foi insuficiente para continuar a fusao nuclear no plasma primordial,
extinguindo a formagao dos elementos leves. O que nos leva a uma consequéncia muito
importante, as fragoes dos elementos leves observadas atualmente devem ser praticamente

as mesmas da época da nucleossintese primordial [35].

A estimativa da abundéancia dos elementos leves é um importante teste para os
modelos cosmolégicos. Os dados obtidos pelo o Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) permitiu realizar previsoes acerca da nucleossintese [35]. Resultados dos célculos
das concentracoes desses elementos em relagao a quantidade de Hidrogénio ordinario estéa
demonstrado na figura 2.3, [36]. Note que tem uma regiao de confianca para o deutério
que é capaz de obter um vinculo mais restrito para determinar o valor do parametro que

relaciona a abundéncia dos barions com os fétons, 1, dado por,
n=2,737 x 10-3Q,h°. (2.6)

Como os barions do Universo podem ser obtidos através de observacao que podem ter
valor de Q, ~ 0.04, podemos entdo encontrar n ~ 1,1 x 107! que concorda com as

previsoes tedricas baseadas na nucleossintese primordial, veja a referéncia da [37].
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Figura 2.3: Abundancia dos elementos leves em relagao a quantidade de hidrogénio ordindria.
Figura retira de [36].

2.3 Radiacao Césmica de Fundo

Apos o Big-Bang, o Universo era constituido por um plasma quente e denso que
continha fétons, elétrons e outras particulas fundamentais da matéria. Com o cresci-
mento do Universo ocorreu seu resfriamento formando-se o hidrogénio néutron, a esta
época denominamos era da recombinacgao, z ~ 1100. Pouco tempo depois, os fotons se
desacoplaram da matéria e se expandiram livremente no Universo sem nenhuma interacao
e assim surgiu o conceito de Radiacdo Césmica de Fundo [38]. Como foi comentado na
introdugdo a RCF foi detectada por Arno Penzias e Robert Wilson fazendo uso de um
radiometro e apos varias analises, foi possivel estabelecer sua relagdo com um espectro de

corpo negro, como demonstrado pela figura 2.4, [39].

A partir das propriedades medidas da RCF foi possivel obter caracteristicas so-
bre o Universo em seu estado primordial e de acordo com outros estudos foi moldada a
cosmoldgico atual como o modelo ACDM, [40]. Através do satélite COBE foi determi-
nada, com precisao, as caracteristicas do espectro da RCF e sua temperatura da ordem

de Ty = 2.725 + 0.001K. A radiagdo que se mede hoje vem uniformemente de todas as
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CosMIC MICROWAVE BACKGROUND SPECTRUM FROM COBE

THEORY AND OBSERVATION AGREE

Intensity, 10-4 ergs / cm? sr sec cm-1

10

Waves / centimeter

Figura 2.4: Espectro da RCF, segundo dados do FIRAS a bordo do COBE, mostra que nao ha
desvios da equagao de Planck até a quinta casa decimal. Figura retirada da referéncia [39].

dire¢bes. Essa é a evidéncia mais importante para concluir que o Universo primordial é
de fato homogéneo e isotropico em grandes escalas, como foi descrito pelo principio cos-
molégicos. Embora a temperatura da RCF seja muito aproximadamente isotrépica (ver
figura 2.5), algumas fontes de anisotropias® foram identificadas a partir dos resultados do

COBE, WMAP e mais recentemente pelo PLANCK [41], [42] e [43].

Figura 2.5: Comparac¢ao dos mapas das anisotropias da RCF obtidas pelo COBE e WMAP.
Figura retirada de [41].

286 foi possivel o mapeamento gracas as correcoes de efeitos de anisotropia de dipolo e andlise de
movimentos relativos em nossa Galaxia
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Por meio das anisotropias da RCF encontramos varias informacoes sobre a estru-
tura do Universo e tais informacoes s6 sdo possiveis através de métodos estatisticos. Um
dos primeiros passos ¢ obter a relacao entre angulos sélidos medidos nas flutuagoes e as
pertubacoes que os geram, que esta relacionada com o comprimento de onda A, assim as
estruturas analisadas possuem dependéncia com os angulos. Uma func¢ao de correlagao é
utilizada para comprovar parametros cosmolégicos, relacionando a diferenca entre a tem-
peratura medida em certa direcdo no céu e a temperatura da RCF, entdao com um angulo

fixo, constroéi-se um espectro de flutuagoes com alguns picos caracteristicos, veja a figura

2.6 [38).

Angular scale
90°  18° 1° 0.2° 0.1° 0.07°

6000 |

5000

—— 4000

2000

1000 |

0 I I L L L L L
2 10 50 500 1000 1500 2000 2500

Multipole moment, ¢

Figura 2.6: Espectro de poténcia angular da temperatura da RCF obtida com os primeiros
resultados satélite espacial Planck em 2013. Figura retirada da referéncia [41].

Os picos estao relacionados com as chamadas oscilagbes actsticas no plasma, e
podemos associa-los com os modos harmonicos desta oscilagao. O primeiro pico representa
o harmonico fundamental, a maior onda que poderia aparecer no meio, que define o
tamanho do Universo observavel ou escala angular do horizonte, os outros picos estao
ligados aos outros harmoénicos. E assim pode-se extrair informagoes das anisotropias da
RCF como as densidades de matéria escura, matéria barionica e da constante cosmologica,

que pode demonstrar a geometria do Universo [44].
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2.4 Dinamica do Universo

A descri¢ao da evolugdo do Universo em grande escala, é baseada na métrica de
Friedmann-Lamaitre- Robertson- Walker (FLRW) que é fundamentada no Principio Cos-

moldgico, definida como, [37]:
ds® = dt* — a*(t)[dr* + S (r)(d6® + sin 6*de?)], (2.7)

onde Sk(r) é uma generalizagdo geométrica do Universo compactado em uma tnica equa-
cao,
r, k=20
Sk(r) =19 Rsen(y), k=+1 (2.8)
Rsenh(g), k= -1

As variaveis r, 6 e ¢ s@o denominadas coordenadas coméveis. A constante k mostra a
geometria do Universo, podendo ser fechado, plano e aberto correspondendo a kK = +1, 0 e
—1, respectivamente [37]. Em 1829, Nikolai I. Lobachevski propds uma forma de analisar

a curvatura do espago dada que pela relagao [45],

K.A
atBy=m+ (2.9)

Na figura (2.7) ¢ ilustrado as trés possiveis geometrias da equagao (2.9) [46].

a

Linhas
inicialmente
paralelas

Linhas
inicialmente
paralelas

Y+ B+ a=180° k=-1 y+p+a<180°

k=41 y+B+a>180° k=0

Figura 2.7: Superficies bidimensionais que exemplificam os universos aberto, fechado e plano.
Figura retirada da referéncia [46]

Essa métrica é uma solugao exata das equagoes de campo de Einstein da TRG,

dada abaixo

G = 87G T, (2.10)
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sendo que o tensor energia-momento, 7, é

T = (p+ p)uytty, — Py, (2.11)

p e p sdo a densidade e a pressao do fluido que representa o Universo, respectivamente.

Ja as equacgoes de Friedmann podem ser obtidas substituindo a métrica FLRW e

o T,,, nas equagoes de campo de Einstein, equacao (2.10),
8rGp a\? &
= (- — 2.12
3 (a) + a?’ (2.12)
e
a a K

8G:—2<>——. 2.13
TGp ) B (2.13)

Devido a homogeneidade e isotropia, p e p estao relacionadas com o tempo. Subtraindo
(2.12) de (2.13) temos uma equagao que nao depende da curvatura e descreve a aceleragao
do Universo

a AnG

=g (p+3p). (2.14)

Considerando a primeira lei da termodinamica encontramos a equac¢ao de conservacao

para um fluido do tipo perfeito em fung¢ao do fator de escala, dada por [47]
. a
p+35(p+p) =0. (2.15)

Analisando a equagao (2.15) determinamos varios casos que caracteriza a dominancia de
algumas componentes que constituem o fluido cosmico em determinadas eras. Para isso,

estas componentes obedecem uma equagao de estado simples, ou seja,

p = wp, (2.16)
onde w é o pardmetro da equacao de estado. No caso geral em que w = w(z), uma
combinagao da equagao acima com a equagao (2.15) implica em

a

p(2) = poexp {/ao 3[1+ w(2)]dIn(1 + z)}, (2.17)
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enquanto que se w constante, temos
p(t) = poa(t) >+, (2.18)

que representa a evolucao da densidade de energia escura ou quintessencia com o fator de

escala do Universo.

No periodo em que a matéria domina, P = 0, temos,
() = prnga(t) . (2.19)
Quando relacionamos a era da radiacao, onde P = % p resulta em,

prlt) = pryalt)™ (2.20)

W
e

b

radiation

Log [energy density (GeV4)]

44 =

| dark energy : :

N S

48 LS.
] 1 ’ 1 i j s

4 3 0 -1

) 1
Log [1+Z]

Figura 2.8: Evolugao temporal do Universo dominado por Matéria, Radiagdo e Energia Escura.
Figura retirada da referéncia [48].

A figura 2.8 mostra a evolugao das densidades dos constituintes do cosmos com
cada periodo de dominagao [48]. No incio do Universo, este era dominado por uma energia

associada a radiacao e que depois de um certo tempo foi dominada por matéria. Note que
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atualmente o Universo esta na era da energia escura. E coerente pensar que em z =0 a
matéria quase nao contribui e que a energia escura tem valor negativo® de p, desta forma

podemos escrever

plt) = —pa. (2.21)

E possivel ainda obter, a partir das equacdes (2.12) e (2.13), como o fator de escala varia

com o tempo para o fluido dominante (w = constante),
a x /(C’a?’(“’H) — k)zdt, (2.22)

onde C' é uma constante de integragdo. Para o caso plano (k = 0), a integral acima é

facilmente resolvida, resultando em

2

t\ 30+0)

= ag <t> B (2.23)
0

Figura 2.9: Evolucao temporal do Universo com relacao ao seu tamanho. Figura retirada de

USTC.

Durante a era da radiacdo (w = 1/3), o fator de escala se comportava como

0= anth (2.24)

3A este cendrio, denominamos de modelo ACDM. Matematicamente, é o que melhor representa a
cosmologia padrao e sera discutido com mais detalhado no capitulo 3.
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enquanto que para a era da matéria (w = 0)

4= Gyt (2.25)
No caso em que w = —1 (constante cosmoldgica), a dependéncia temporal desse fator
resulta em
A
a = ay, exp gt. (2.26)

A figura (2.9) mostra uma ilustracao da evolugao do Universo com relagao ao seu tamanho.
Considerando que a regiao representa o Universo e que dependendo do valor de sua energia
total, que é uma constante do sistema, o Universo podera ser aberto, fechado ou plano.

Para o caso do Universo com geometria plana, podemos definir uma densidade critica,
Pe; [40]7

_ 3H 2

Pe= 87G’

(2.27)

Também podemos definir algumas densidades adimensionais dos constituintes do

Universo em funcao da densidade critica,

Pi
Q, = —. 2.28
o (2.28)

Assim, utilizando a condigdo de normalizagao para os parametros adimensionais do Uni-

verso, encontraremos a seguinte relagao
Qr =32+ 0y =1, (2.29)
ou,
Qr =00+ 2 + 2+ 024 =1, (2.30)
sendo que {27 é a densidade adimensional total do Universo e {2, é definido como

k

WY=1-30 =

(2.31)
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Assim, chegaremos as seguintes conclusoes

Q>1  k>0; Q. <0
Q=1 k=0 Q,=0 (2.32)
0, <1 k < 0; Q> 0.

2.5 Medindo distancias no Universo

Além do que foi comentado na se¢do anterior, outras grandezas em funcao dos pa-
rametros cosmologicos podem ser obtidas a partir da métrica FLRW, tais como: distancia

propria, distancia co-méveis, distancia angular e distancia de luminosidade [33].

Consideramos que o espaco-tempo esta em expansao, a distancia entre dois corpos
quaisquer (observador e fonte) evoluem com o passar do tempo. Vamos considerar que
uma fonte esta na origem num certo tempo, t, enquanto o observador recebe sinal no
tempo atual, t;. Como a fonte é luminosa e esta na posi¢ao co-mével (r,0,¢), os valores
da posicao angular 6 e ¢ nao mudam, ocorre variagao apenas em r. Assim podemos obter

a distancia proépria, [37]:

d(1) = a(t) /0 "dr, (2.33)

ou,

dy(t) = a(t)d.(to). (2.34)

Portanto, a defini¢ao de distancia co-mével, d.(ty), serd a distdncia propria considerando
o valor do atual fator de escala. Note que ela nao se altera com tempo. Também podemos

escreve-la em fungdo de um modelo cosmolégico, H(z):

t dz
to H(z)

de(to) = (2.35)

Uma outra definicao importante para a cosmologia é a distancia de luminosidade,

[37], descrita segundo equacao abaixo:

(1+2) z dz
dy, = o Sk(r)< \Qk|/0 ) (2.36)
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em que Si(r) representa uma funcional que depende do pardmetro de curvatura, que foi

definido na equagao (2.8).

Outra maneira é relacionar a distancia luminosidade com o médulo da distancia,
i, que é dada como a diferenca entre a magnitude absoluta M e a magnitude aparente,
m, da seguinte forma:s:

w=m — M = blogyody, + 25. (2.37)

E por fim, a distancia angular, que é razao entre a largura de um objeto astrono-
mico e a sua variacao angular. FEsta distancia é utilizada para expressar os tamanhos

préprios no referencial do objeto, definida como [49]:

S (r)

da = 2.38
T (2.38)
e tem uma relacao fisica com a distancia angular dado por:

dp =da(1+ 2)°. (2.39)

2.6 A Idade do Universo

Através da descoberta de Hubble, em 1929, foi possivel determinar que o Universo
estd se expandindo e, se isso acontece e pudéssemos retroceder no tempo, veriamos que
o Universo teve um inicio. Mas afinal, qual a idade do Universo? Para responder esta
questao vamos partir da definicdo usual do tempo, definido matematicamente, como

ts ad
di = | &4

2.40
o 0 a ( )

Multiplicando a equacao acima pelos os fatores (Z—g) e (%) na equacao acima e fazendo

uso da equagdo (2.5), teremos a seguinte relagao

#(z) = /O (1+CZIH(Z)‘ (2.41)
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Esta é a expressao geral para a relagao idade-redshift como funcao dos parametros obser-

vaveis para uma dada cosmologia. Portanto, a idade total do Universo sera dada por

o0 dz’'
to = /0 et (2.42)

Podemos ainda determinar uma idade limiar para o Universo atual referente a cada geo-

metria:

e k=0eY, =1, (apenas matéria - Universo de Friedman):

2

to = =
0 3H07

(2.43)
Generalizando este modelo, temos 2,9 = 1 —,,,0 € 2, = 0, podemos encontrar uma

relacao matematica para a idade do Universo, dada pela equacao a seguir,

2

to= —— .
O 3H0%3

(2.44)

Logo, considerando §2,,0 = 0, 3, temos que a idade do Universo é aproximadamente

14,2 bilhdes para um Hy = 72 km/s/Mpc. [50].

. k:162i9i0>12

» 2~ O 1
o _ : 2.4
2 — 1)3/2 TP ( Q ) 1— Q] ’ (245)

(2.46)

T H, |[1-0Q

10

Na figura abaixo podemos perceber que através dos pardmetros de densidades
chegamos aos Universo de Milne (caso em que §2;,—0) e o Universo de Einstein-De Sitte

Q;,—1 com geometria plana), dados pelos extremos do grafico [37,51].
0

De acordo com o que foi mencionado acima, apresentamos os principais conceitos
da cosmologia padrao e como as observacoes comprovaram a teoria do Big-Bang. Também

surgiram questoes sem respostas associadas a aceleracao atual do Universo ou a natureza
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Figura 2.10: Idade do Universo em funcdo do parametro densidade. Retirado da referéncia
[50].

da energia escura. No proximo capitulo, serd demonstrado os principais modelos e suas

relacdes com os parametros cosmoldgicos.



CAPITULO 3

MODELOS COSMOLOGICOS

No capitulo anterior inciamos estudos sobre a dindmica do Universo através da
cosmologia padrao e descrevemos um pouco sobre esse modelo, denominado ACDM. Neste
capitulo serda abordado conceitos mais generalizados sobre este cendrio e outros modelos

que serao adotados nesta dissertacao.

3.1 Modelo ACDM

E interpretado como o mais simples e que melhor prediz os dados observacionais,
sendo moldado via conceitos da TRG e transformacoes inseridas pela métrica de FLRW.
Assim mergulhamos em conclusoes sobre o aspecto da natureza do Universo ser dominado

por radiacao ou matéria escura ou energia escura.

As caracteristica mais importante do modelo ACDM esta na expansao do Uni-
verso, logo ele possui uma dinamica, o que significa uma variagao do seu contetido material
com tempo. Assim o modelo evolui de trés formas distintas de acordo com sua curvatura:

o Geometria aberta (hiperbdlica): o Universo se expande para sempre;

o Geometria plana: o Universo também se expande eternamente, com uma diferenca

da expansao no caso anterior, pois possui uma energia menor;

» Geometria fechada (esférica): a expansao do Universo tem um volume méximo sendo

23
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depois deste ponto, iniciada uma reducao do seu volume.

De forma generalizada, através da equacao (2.18), podemos descrever a evolugao
dos constituintes do Universo para qualquer geometria. Utilizando as equagoes (2.16),

(2.4) e dividindo pela densidade critica podemos determinar:

Q, = Oy (1+ 2)°@HH. (3.1)

Se w = 0 = o parametro de densidade da matéria evolui com o redshift:

Q= Qo (1 + 2)%; (3.2)

Se w = 1/3 = a evolugdo do pardmetro de densidade da radiagdo com redshift é
dada por:
Q= Q. (14 2)% (3.3)

Se w = —1 = do mesmo modo, encontramos que a evolugao da densidade da

constante cosmologica é definida da seguinte forma:

Qp = Q. (3.4)

Os parametros de densidade cominam numa equacgao de Hubble dependente de z,

dada abaixo, [30]:

H(z) = \/Qro(l + 2)4 4 2y (1 + 2)3 + 24 (1 + 2)2 + §2,. (3.5)

Note que a equagao acima esta escrita em termos do parametro de densidade da curvatura,
dado pala equagao (2.31) do capitulo anterior. Quando consideramos a geometria plana,

encontramos

H(2) = \/Quo(1+ 2) 4+ Quuo(1 + 2)2 + Q. (3.6)

Resultados observacionais recentes tém indicado consistentemente que vivemos em

um Universo aproximadamente plano, que se expande aceleradamente, composto de ~ 1/4
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de matéria com pressao nula (barions + escura) e ~ 3/4 de uma componente exética
com pressao negativa, usualmente chamada energia escura ou quintesséncia. Note que
na equacao (3.6) sua principal contribuigdo é considerar a constante cosmoldgica como
causador da expansao acelerada do Universo, interpretada na maioria das vezes como

energia do vacuo [52,53].

Apesar do modelo ACDM ter muitos éxitos, ainda existe alguns problemas na
literatura que nao sao resolvidos, como por exemplo: o problema da constante cosmologica

e o problema da coincidéncia cosmica.

Resumindo o problema da constante cosmologica baseia-se, sem explicagdo, na
diferenga entre o pequeno valor da constante cosmoldgica observado com o seu valor

tedrico definido pela densidade de energia do vAcuo (pyee = 101%0p,;,) [54].

Ja o problema da coincidéncia césmica, é basicamente o fato de existir uma apro-
ximacao entre a densidade de energia do vAcuo (puae,) € a densidade de matéria (p,,,) no

Universo atual [55]. Ou seja, temos a seguinte razao,

Qp,

mo

~ 2.58. (3.7)

Isto é particularmente estranho ja que a evolucao entre estas componentes varia (diferente)
rapidamente a medida que o Universo se expande. De fato, no Universo primordial a ener-
gia do vacuo era desprezavel em comparagao com a matéria, enquanto que recentemente

a situacao ¢ dominada pela a energia do vacuo.

3.2 Modelo XCDM

O modelo XCDM surgiu de uma alteracao pequena do modelo padrao ACDM.
Neste cenario descrevemos a energia escura como um fluido do tipo perfeito, com o para-
metro da equacao de estado, w, constante ao logo de toda dindmica do Universo, em um
intervalo —1 < w < —1/3, sendo que —1 corresponde a constante cosmoldgica. Isto basi-
camente implica que o Universo é composto de duas componentes que tem uma mistura

de densidades dada por:
P = Pm+ Po (3.8)
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Substituindo a equagdo (3.8) na (2.15) encontramos a seguinte relagdo de conservagao
) a
fo+3(ps +p) =0, (3.9)

que resulta em

pu(t) = prga(t) 207, (3.10)

A equagdo de Friedmann para este modelo, com curvatura (k # 0), é dada por

H(2) = \/Qung (14 2) + D (1 + 2)34D 4 Qu(1+ 2)2. (3.11)

Para um Universo com geometria plana (k = 0), temos

H(2) = \/Qung (14 2)3 4+ (1 = Q) (1 + 2)3+D), (3.12)

Neste contexto podemos resolver os problemas de ajuste fino ou mesmo demonstrar
que a aceleragdo do Universo é devido a uma substancia que surgiu de decaimento dos

campos quantico [56].

3.3 Modelo W,CDM Oscilatério

Seguindo a ideia do modelo apresentado anteriormente, o modelo Oscilatorio surge
para tentar responder indagacoes que o modelo padrao, ACDM, nao consegue responder
[57]. Podemos descrever esse modelo como uma oscilagao na variagao da velocidade, onde

o Universo desacelera e depois acelera. Neste Universo a equacao tem parametro de estado
w, = —coslin(a)]. (3.13)

Podemos perceber que se a = ag = 1, entdao w, = —1. A densidade de energia em funcgao

do tempo ¢ descrita da seguinte forma

p(t) = po(1+ 2)°b(2), (3.14)
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onde b(z) = e~3nlin(1+2)] ¢ pode ser entendido como uma grandeza que quantifica o quanto
este modelo oscila em relagdo ao modelo ACDM. A dindmica deste Universo, com k # 0,

em funcao do Redshft,

H(2) = \/ Qo1+ 2)% + Qa(L + 2)3e-3smln4] 4 Oy (1 4 2)2 (3.15)

e para k = 0, temos:

H(2) = \Qno(1 + 2)7 + Qa(1 + 2)ebeinlint), (3.6)

3.4 Modelos Paramétricos

Parametrizar a equagao de estado é uma ferramenta para investigar a dindmica
da energia escura. Uma forma de parametrizar w(z) é por meio de séries de poténcias
truncada no primeiro termo e com duas condi¢oes de contorno: no termo zero e na primeira

ordem da derivada da funcao z(z), dada por:

w(z) = wo + wo'z(2). (3.17)

Com os parametros da funcao de estado definida em (3.17), podemos descrever
alguns casos que possam explicar a energia escura, como por exemplo a parametrizagao

linear, CPL e entre outras.

3.4.1 PARAMETRIZACAO LINEAR W,CDM

A parametrizacao linear é uma boa aproximacao em casos de baixos redshift.
Compreendendo que sua origem seja dada por um campo escalar ou energia fantasma!l

w(z) é descrita por

w(z) = wy + wy'z, (3.18)

LA energia fantasma ¢ definida para uma condicdo do pardmetro da equacdo de estado, w, seja menor
que —1.
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sendo que o caso particular para wy’ = 0 é a constante cosmologia, wy = —1. Contudo,
isto deve ser uma fun¢ao muito suave de z como definida no truncamento da fungao z(z),
o que implica que z tem uma boa aproximac¢do em baixos intervalo de z. Surge entédo
outra questdo, quais valores z deve ter para uma boa aproximagao de w(z)? Isto se d4
devido a condi¢ao de subdominancia da energia escura no passado, ou seja, sua densidade

deve ser menor que a densidade de energia atual [58,59].

A densidade de energia escura pode ser obtida, substituindo (3.18) em (2.17)
pe(z) _ peo(l + Z)3(1+wo)fwo/)€3wofz7 (3'19)

com a equagao para H(z) com curvatura (k # 0), dado por

H(z) = \/QT(l +2) 4+ 2 (14 2)% + 24(1 + 2)2 + 2(1 + 2)30+wo)—wo)edwo’2  (3.20)

Para um Universo com com geometria plana (k = 0), temos

H(z) = \/Qr(l +2)4 4+ 2,1+ 2)3 + 2.(1 + 2)3(1+w0)*w0')e3w0’z. (3.21)

3.4.2 PARAMETRIZACAO W,CPL

A parametrizacdo CPL W (a)CDM possui uma equagao de estado de energia escura

variando com o tempo, por meio da descri¢ao do parametro w(a) abaixo, [60,61],

z

— .22
1+ 2 (3 )

w(a) = wy + we(l —a) = wy + w,

Note que esta parametrizacao, diferente da parametrizacao linear, nao tem limitagoes para
o redshift no passado, ou seja, ¢ uma funcao bem comportada para altos z, recuperando
0 caso anterior em baixos z.

Substituindo a equagao acima na equagao (2.15) encontramos
p(t) _ poa<t)—Zﬁ[l-l—c/.)()—f—uza]ea’iwa[lfa(t)}7 (323)

que matematicamente modifica também os parametros cosmolégicos. Assim encontramos

as dindmicas para este Universo de acordo com a geometria:
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Para Q. # 0:
H(2)? = Qun(1+ 2)° + Q1 4 2)° + Qe (1 + ) w0 tenlgmdeanlz/042)], (3.24)

Para €, = 0:
H(2)* = Qu(1 4 2)° 4 Qe(1 4 z) 7 3HHwotealgmdwalz/(F2)] (3.25)

Até o momento, descrevemos os principais conceitos sobre alguns modelos, dentro
do contexto da TRG, que tentam produzir o comportamento da natureza do nosso Uni-
verso. No proximo capitulo, explanamos a estatistica utilizada nesta dissertacao a fim de

testar e inferir informagoes das teorias descritas acima.



CAPITULO 4

METODOS ESTATISTICOS

Todo cientista precisa testar se as suas teorias sao precisas. Em outras palavras,
eles precisam saber qual o cenario é mais adequado para descrever um certo sistema fisico
relacionado aos experimentos/dados. Na cosmologia, essa precisao, se faz através de
algumas analises estatisticas que confronta o modelo teérico com as observac¢oes. Existem
varios caminhos para se fazer esta quantificacao e uma delas é dada pela Figura de Mérito,
porém antes de mencionar este método, temos que implementar conceitos estatisticos mais

bésicos que vao ajudar a defini-la [62].

4.1 A Likelihood ou Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca ou Likelihood é descrita por uma distribuicao de
todas as variaveis envolvidas em um modelo. Por ser uma medida de Conformidade, é uma
ferramenta estatistica aplicada em varias areas e tem por objetivo estimar os parametros

livres de um determinado modelo teérico comparando com os dados observados!.

Suponha que os dados possam ser representados por uma funcao de probabilidade
f(X;0): X é uma varidvel e 6 representa os parametros ou apenas um, se for ocaso.
Descrevendo a funcao conhecida f, serdo estimados os parametros representados por 6.

Se tivermos (x1, Z2, ..., 2y ) dados independentes e todos retirados da fungao f(X;6) com

LA verossimilhanca méxima tem uma longa histéria. Foi derivada por Bernoulli em 1776 e por Gauss
em torno de 1821, também foi detalhada por Fisher em 1912.

30
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probabilidade

onde esta é conhecida como fungdo de Likelihood ou verossimilhanga [63].

Se f for como uma funcao gaussiana, podemos descrevé-la como uma func¢ao nepe-
riana das variaveis e dos parametros com uma constante normalizada, dado pela equacao

abaixo,

1 Zl—ze)?
0) = ——e 22 | 4.2
f(alf) = ——=e (42)

onde z é o valor observado e Z(f) é o valor esperado, que leva em conta os pardme-
tros do modelo. Note que esta equacao descreve a probabilidade de apenas um evento.

Substituindo a equagao (4.2) em (4.1) chegamos a funcao de Likelihood,

—[z—3(0))?

L(x]|0) oce™ 22 | (4.3)

onde a estimativa maxima em relacdo aos parametros de interesse reflete a melhor esti-
mativa da fungdo. Normalmente utilizamos o logaritmo da Likelihood 2, InL(6). Isto é
usual, pois o valor maximo da funcdo é também o mais provavel? numa gaussiana de N
muito grande [64,65]. Para determinar o estimador de maxima likelihood (Lyg,) em um
parametro #, resolvemos a equacio abaixo,

dL(zx|0)

== (4.4)

2Fazemos uso da definicio do logaritmo quando queremos deixar a funcio mais suave, tornando-a
mais facil de analisar.
30 valor mais provavel é descrito pelo teorema do Limite Central.
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4.2 Método Qui-Quadrado

O teste qui-quadrado é a medida da distancia entre as contagem observadas e as

contagens esperadas em uma tabela de dupla entrada, dada pela equagao abaixo:

i=1 o

Analisando a equagao (4.5), podemos perceber que resultado da soma serd sempre
zero ou positiva, devido a soma ser quadratica. O que implica na seguinte consequéncia:
se a soma tiver valor zero, entao este tem grande precisao ja que o valor esperado é igual
ao valor observado. Mas por outro lado, se for grande, isto indica que este resultado
esta muito distante e o modelo ndo descreve bem os dados [66]. Portanto, se comparar-
mos varios modelos com os dados, aquele que possuir o menor Qui-quadrado (x?,,,) ¢

supostamente o que possui melhor ajuste em relacao aos dados observacionais.

Observe que x? é o argumento da funcio de likelihood, assim podemos modificar

0 a equagao (4.3) da seguinte forma,

L x exp <_2XQ> , (4.6)

ou seja, No caso gaussiano a Ly,q. € X2, sdo idénticos.

4.2.1 METODO QUI-QUADRADO REDUZIDO

O Qui-Quadrado Reduzido envolve o conceito de grau de liberdade, v, definido
como a diferenga entre o niimero de pontos de uma determinada amostra (N4) e o nimero

de pardmetros livres (Ny) do modelo que serd testado. Ou seja,
VvV = Nd - N@. (47)

Para os melhores ajustes dos parametros, aplicamos a seguinte condicao para o qui-

quadrado reduzido, X?-ed?
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X
Xrea =~ = L. (4.8)

Se v é muito grande, assim como descritos em tépicos anteriores, assumimos que o xZ.,

tem distribui¢do gaussiana [67]. Temos as seguintes condigoes:

Se x2., maior do que 1:

e O modelo estd errado e pode ser rejeitado;

e Os erros sao subestimados;

Os erros de medi¢ao nao sao distribuidos de forma gaussiana.
2 :
Se X:eq menor do que 1:

e Os erros foram superestimados;
e Os dados sao correlacionados ou nao independentes;

o A distribuicao dos dados nao é Gaussiana.

4.3 Matriz de Fisher

A matriz de informacoes de Fisher ou simplismente matriz de Fisher é usada para
calcular as matrizes de covaridncia associadas as estimativas de maxima verossimilhanca.
Aplicando a definicao de serie de fourier podemor ter uma boa aproximacao para inferir os
erros dos parametros dado através de uma curva de normalizacao que descreve a Likelihood
de determinados eventos. Essa aproximagao é feita em sua derivada de segunda ordem,
ja que a derivada de primeira ordem é zero, pois esta estd no maximo da funcao de

distribuicao. Com isso podemos determinar as estimativas de erros dada por:

d?*InL

m|00(6j —0jo). (4.9)

1
InL = InL(6y) + 3 > (i — ;)
]
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Podemos dizer que temos uma matriz Hessiana que relaciona os erros dos parametros e

que descreve como estes parametros estao relacionados,

_ 1d%nL

Y 200,00,
Lembrando que a funcao de méaxima Likelihood pode ser escrita em funcao do qui-
quadrado, equacao (4.2), assim podemos encontrar a estimativa de erro de pardmetros

relacionado ao x2, dado pela equacdo abaixo

aQXQ
mleo (05 — bo). (4.10)
i0U;

1
x> = x*(60) + 5 Z(ez —0ip)
]
Agora analisemos uma situagao de maxima Likelithood e que fixamos todos ou
pardmetros, exceto um cujo erro possa ser descrito como 1/,/H;;, chegamos a seguinte

equacao,

(X*(0)) = (xX*(60)) + <;;€i§;> (0; — 60)*. (4.11)

O erro especifico deste pardmetro que nao foi fixado é dado pela matriz de Fisher

calculado por:

1 0%\?
b = <239iaej>’ (4.12)

nesta equacao tém intrinsecamente os valores esperados que vem do modelo e dos dados

observacionais que sao coletados em algum experimento.

O nivel de certeza de um dado evento acontecer pode ser relacionado através da

matriz de Fisher da seguinte maneira,

Quando Ax? = 2.3, temos que seu valor estd em um nivel de confianca de 68% e por
Ft o A ¢;. Portanto est i isa i
i; fornece o erro para o parametro ;. Portanto este erro gera uma imprecisdo e assim

temos uma probabilidade de 1 — o [68]. Veja a tabela 4.1 para outros sigmas.
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4.4 Figura de Mérito

Nas secoes anteriores vimos diferentes técnicas relacionadas aos melhores ajustes
dos parametros, porém estas nao trazem tanta informacao, a menos que haja suporte com
técnicas auxiliares. Isto quer dizer que estes métodos nao sao totalmente confiaveis em
termos de comparagao entre modelos. A Figura de Mérito (Figure of merit - FoM) é uma

grandeza que quantifica a incerteza e as flutuagdes do Método Qui-Quadrado.

A FoM pode ser definida como o inverso da drea da regiao de confianga (espaco
paramétrico que esta sendo analisado), podendo ser associada em vérios niveis de confi-
anca: lo, 20 e 30. Note que, por esta definicdo, quanto maior for a FoM, menor sera a
regiao do contorno de confianga e os parametros envolvidos serao mais restritos, ou seja,
terao uma precisao maior. Na cosmologia fazemos uso da defini¢ao feita pelo projeto Dark
Energy Task Force - DETF, [26]. E importante ressaltar que esta ferramenta matemética
depende de alguns importantes conceitos ja consolidados na estatistica e pode ser gene-
ralizada a qualquer estudo. Por isso, requer uma construcao especifica de uma equagao.

Neste trabalho, as equac¢oes da FoM desenvolvidas para nosso estudo foram

FoM — 1
03.0y\/1 — p?
e
FoM L
oM = ———.
(Ax?)ab

As equagbes acima estdo demonstradas no anexo I [(A.18) e (A.19)]. Elas tém

relagao com (Ax?) e o intervalo de confianca (CL) dada pela tabela abaixo:

CL | AX?| «
68.3% | 2.3 | 1.52
95.4% | 6.17 | 2.48
3199.7% | 11.8 | 3.44

Tabela 4.1: Elipse de confianca.

N = Q

Esta tabela mostra o grau de confianga que uma amostra ou mesmo um modelo
tem em descrever um fendmeno fisico. Os niveis de confianca que esta relacionado na
Tabela (4.1) por a sao uma forma de estimar a probabilidade que o parametro real esteja

dentro de um intervalo considerado. Por exemplo, vamos considerar um modelo que tem
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dois parametros #; e 05, se multiplicarmos estes por a encontramos uma regiao ou area de
confianca que pode ser uma elipse. Veja como demonstracao as figuras A.3. O parametro

p descreve a rotacao da elipse.

Na literatura existem intimeras aplicacoes do conceito de FoM, tais como: testar
Modelos de Energia Escura [64]; comparacoes tteis de diferentes experimentos de energia
escura [69]; determinar a partir de observagoes se a energia escura é uma constante cos-
mologica ou nao, com atencao especial para a melhor equacao determinada de valor de
estado [70]; ou até mesmo no nosso caso, como podemos dizer o quanto um determinado
modelo cosmoldgico é mais preciso a luz dos dados. Em todos os casos é desenvolvido

uma formula para FoM em questao e se escolhe os parametros que se deseja quantificar.

Neste capitulo abordamos alguns métodos estatisticos que sao utilizados para in-
ferir quais os cenarios cosmologicos sao mais adequados para descrever medidas observa-
cionais. Assim, podemos determinar os melhores ajustes dos parametros relacionados a

cosmologia que descreve a dinamica do Universo atual.



CAPITULO 5

DADOS OBSERVADOS/SIMULADOS E RESULTADOS

Ultimamente, um avanco consideravel na astronomia observacional tem contri-
buido para uma mudanca quantitativa e qualitativa do nosso entendimento sobre o Uni-
verso. Isto nos impulsiona a buscar métodos que visem analisar como devem ser a configu-
racao dos dados observacionais futuros a fim de melhorar, cada vez mais, este panorama.
A seguir, discutiremos como dados de idades de galaxias em altos redshifs podem contri-

buir nesta anélise.

5.1 Dados Observados - idades galaxias

Em nossas analises estatisticas, nos utilizamos uma amostra de idade constituida
por 32 galdxias distribuidas no intervalo de redshift 0.11 < z < 1.84, dada pela referéncia
[71] - figura. A amostra total é constituida por 3 sub-classes: galdxias de campo do tipo
early [72,73], (cujas idades foram obtidas utilizando os modelos SPEED da Ref. [74]);
20 galdxias vermelhas do survey Geminy Deep Deep Survey - GDDS [75]; e duas radio
galaxias LBDS 53W091 e LBDS 53W069 [76,77]. Na figura 5.1 apresentamos as idades
dessas galaxias em funcao do redshift. A barra de erro corresponde a uma incerteza de

10% na medida dessas observagoes.

Um ponto importante dos testes envolvendo idades de um determinado objeto no

Universo é que se precisa levar em conta o tempo que o objeto demorou para se formar.

37
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Figura 5.1: Esta amostra corresponde a 32 galdxias, distribuidas no intervalo de redshift 0.11z <
1.84 e inclui observagoes do GDDS [77] e dados arquivados [78,79].

Portanto a idade real de uma galaxia ¢ dada por

treal(z> - tobs(z) + T, (51)

onde 7 ¢ o tempo de incubagao ou delay factor, que corresponde a nossa ignorancia sobre
a quantidade de tempo desde o inicio do processo de formagao de estruturas do Universo
até a formacao (t;) do objeto (veja também a referéncia [78] e [79] para uma discussao).
Devido & nossa ignorancia sobre este pardmetro, é comum efetuar uma marginalizaciao®
analitica sobre o x? dos dados de ¢(z) com respeito ao mesmo. Tal procedimento pode ser
realizado conforme descrito na referéncia [80], onde foi assumido o mesmo 7 para todos
os dados da amostra, ou entao relaxando esta imposicao e considerando um 7 distinto
para cada um de seus pontos. Recentemente, Wei et al. (2015) obteve 7 = 1.36Gyr e
7 = 1.62Gyr considerando esta amostra no modelo ACDM com geometria plana e com
os parametros Hy e €, livres e variandos [81]. No nosso caso assumimos um valor fixo

de 7 = 1.5Gyr que é dado pela média entre estes intervalos.

!A marginalizacio ¢ uma ferramenta bayesiana e, por definicdo, é também um procedimento pelo
qual podemos eliminar um pardmetro, a fim de estudarmos outros parametros de forma independente.
Portanto, ela nos permite eliminar da distribui¢ao de probabilidade a dependéncia de uma determinada
variavel através da integragao sobre ela.
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5.2 Amostras Simulada

Para construir as nossas amostras seguimos a metodologia apresentada por Ben-
gally et. al., [82], utilizando o Método de Monte Carlo (MMC) para aumentar nossos
nimeros de dados em cada amostra, para maiores detalhes veja as a referéncia [83], e a
inferéncia estatistica para calculo dos erros da FoM por meio de dados gerados pelo MMC.
As amostras sintéticas de £(z) estao de acordo com uma distribui¢do Gaussiana centrada,
em um modelo fiducial ACDM plano com 2, = 0.27 e Hy = 73.52 km/s/Mpc, valores
consistentes com os melhores ajustes obtidos via medidas das observacgoes de varidveis
tipos cefeidas e Sne Ia pela colaboragao SHOES [29], de tal modo que o desvio padrao
desta distribuicao de probabilidade corresponde ao erro percentual das determinagoes de
t(z).

De acordo com informagoes fornecidas pelas missdes observacionais futuras, tais
como o Atacama Cosmology Telescope (ACT) no Chile e Southern African Large Te-
lescope (SALT) na Africa do Sul, é esperado uma amostra de até 2000 galdxias velhas
observadas em um intervalo de 0 < z < 1,5, com 10% de incerteza sobre as suas determi-
nacoes de idade. Baseadas nestas previsoes, nossas realizagoes serao divididas em grupos
de 100 a 2000 pontos (variando em 100) uniformemente distribuidos neste intervalo de
redshift. Diferente da referéncia [82] que adotou erros de oy = 5% e 10% do valor de
t(z) fiducial, nés adotamos apenas um erro de 10%, também consistente com as previsoes

destes futuros surveys. Na figura 5.2 temos exemplos destas amostras sintéticas.

Idades (Ganos)
S &
T

Idades (Ganos)

(
8t 1% 8
: TSR ;
Ly S
4f m%ryf 4
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6
Z Z

Figura 5.2: Exemplos de nossas amostras simuladas de idade de galdxias com N = 200, 1000
pontos, respectivamente, medidas em bilhoes de anos (Ganos), versus o redshift, z. Foi adotado
um erro, oy = 10%. Em ambos os gréaficos a linha sélida verde representa o modelo fiducial no
qual baseiam-se as simulagoes.
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5.3 Resultados

Nesta secao apresentaremos os nossos principais resultados provenientes da me-
todologia utilizada neste trabalho. A figura 5.3 mostra, por motivo de comparagao, a
figura de mérito em funcao do nimero de pontos das amostras sumuladas de ¢(z) obtidas
para a parametrizacao W,CPL (descrita na segdo 3.4.2). As linhas sélidas vermelhas e
azuis representam os dados observacionais de idades e SNe Ia, respectivamente. As li-
nhas tracejadas referem-se as anélises combinadas destes com os dados de BAO (Baryon
Acoustic Oscillations). Os quadrados representam as FoM obtidas para as amostras de
t(z), enquanto os circulos sdo as andlises combinadas de t(z)+ BAO, [84]. Note que a

escala do eixo da abscissas estao em uma escala logaritmica.

100- . 100£ E

A — L S R 1

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0% 200 400 600800 1000 0% 200 400 600800 1000

FoM
FoM

Figura 5.3: FoM versus N. O ntimero de pontos das amostras sumuladas de t(z) obti-
das para o modelo W,CPL considerando um erro de 5% (esquerda) e 10% (direita), na
amostra observada [78].

5.3.1 MELHORES AJUSTES

Na tabela 5.1, apresentamos os primeiros resultados das nossas analises estatis-
ticas. Os melhores ajustes para os parametros livres de alguns modelos cosmolégicos: a
primeira coluna temos o modelos testado; na segunda coluna o x2, , na terceira temos
0 X2, que estd relacionado com ntimero de graus de liberdade v e na quarta coluna os
melhores ajustes e os seus respectivos erros (1o). Note que os resultados dos testes x?,
embora nao muito restritivos, quando consideramos os limites inferiores para os valores

de €,,, sdo consistentes com os valores recentes encontrados na literatura.

Os modelos ACDMj,y e ACDMj,— foram acrescentado nestas andlises somente por

efeitos comparativos, pois nao serao utilizados na anélise da FoM. Como foi comentada
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Modelos oin | Xod parametros livres
XCDM;—, 23,07 [ 0,77 | Q,,=0,49+£0.22 e w=—2,23703
W,CDMj—o Oscil. | 19,51 | 0,65 |  Qp, = 0,467057 e b=0,44=+ 0,04
ACD M4 25,31 | 0,84 | Q,, =0,48703) e €y = 0,01=% 0,0021
AC'DM;,—g 25,24 | 0,81 | Q,, =0,47+0.21

Tabela 5.1: Resultados dos melhores ajustes dos parametros livres. Tabela reproduzida
pelo Autor.

na sessao anterior, esta categoria de modelo foi tomado como fiducial nas simulagoes das
amostras sintéticas.

Nas duas tabelas 5.2 e 5.3, também por completeza, mostramos os nossos melhores
ajustes dos parametros livres dos dois modelos cosmoldgicos adotados nessas dissertacao

para cada amostras simulada.

Amostras | YZmin | Om w
100 116,11 | 0,23 | -0,70
300 284,44 | 0,28 | -1,16
500 | 467,69 | 0,26 | -0,90
800 874,58 | 0,26 | -0,91
1000 984,30 | 0,27 | -1,03
1200 1177,60 | 0,27 | -0,99
1400 1497,99 | 0,27 | -1,05
1600 1576,66 | 0,27 | -1,03
1800 1650,85 | 0,27 | -1,02
2000 2092,31 | 0,27 | -0,99

Tabela 5.2: Resultados dos melhores ajustes dos parametros livres do Modelo X CDM—.
Tabela reproduzida pelo Autor.

Amostras | X2, O, b
100 122.36 | 022 | 0.57
300 | 285,67 | 0,24 | 0,62
200 469,38 | 0,26 | 0,65
800 879,22 | 0,26 | 0,71
1000 985,87 | 0,27 | 0,72
1200 1178,43 | 0,26 | 0,74
1400 1504,97 | 0,26 | 0,74
1600 1579,99 | 0,270 | 0,75
1800 172294 | 0,270 | 0,77
2000 2093,05 | 0,270 | 0,78

Tabela 5.3: Resultados dos melhores ajustes dos pardmetros livres do Modelo X CDM;_,
Oscilatério. Tabela reproduzida pelo Autor.
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Em ambos os modelos quando se analisa o valor de €2,,, para as amostras simuladas,
percebe-se que este pardmetro tem um valor que se aproxima de 0.27 para a amostra com
um namero alto de pontos. Observe também que no caso do modelo W,CDM,; = 0
Oscilatoério, encontramos um melhor ajuste para b = 0,44 (variando de 0,40 até 0,48
em lo). Como comentado anteriormente este modelo oscila em torno do modelo ACDM.
Esta oscilacao pode ser quantificado por este parametro b. Portanto, para este modelo
e com estes dados atuais envolvendo datacao de galdxias em altos redshifts nos diz que
este modelo oscila do modelo padrdao em torno de 60% (limite inferior) e 52% (limite
superior). Em relagdo a amostra simulada de 2000 pontos, encontramos que no melhor
ajuste b = 0, 78, nos indicando que a oscilagao deste modelo em torno do modelo padrao

¢ de apenas de 22% .

5.3.2 FoM

Calculamos a FoM definida de acordo com a equagdo (A.19) para os dados simu-
lados e os cenarios cosmolégicos adotados. Ilustramos estes resultados para os modelos
XCDMj—g e W,CDMy—, Oscilatorio nas figuras 5.4 e 5.5, respectivamente. Em ambas
andlises foram calculadas a FoM para 1o (vermelho) e 20 (preto). As linhas tracejadas

correspondem as FoM para as observagoes reais.

400 P

FoM

| S ]
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0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800 2.000
Numero de galdxias simuladas

Figura 5.4: Modelo XCDM,_y: FoM versus o nimero de pontos de galdxias sintéticas.
Figura reproduzida pelo Autor.
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Figura 5.5: Modelo W,CDM,_, Oscilatério: FoM versus o nimero de pontos de
galaxias sintéticas. Figura reproduzida pelo Autor.

Para encontrar os erros das FoMs, fizemos para cada amostra 30 realizagoes e
ao final calculamos a média e o desvio padrao destas realizacoes. Todas estas andlises
da FoM foram feitos através do método de Monte Carlo implementado na linguagem de

computagao adotada denominada FORTRAN.

De acordo com os resultados das figuras 5.4 e 5.5 podemos concluir que, sem
duvida, a FoM é uma ferramenta bastante promissora. Note que em ambos os casos dos
cenarios testados o valor da FoM aumentou a medida que o nimero de ponto aumentou.
Isso também aconteceu com os resultados da referéncia [84], porém eles s6 simularam até
1000 galaxias. Como o nosso intuito era fazer uma previsao do que se espera nas préximas
décadas sobre a quantidade de idade de galaxias observadas, fomos um pouquinho mais
otimista e simulamos 2000. Podemos acrescentar que isto era um resulto esperado, visto
que a FoM é inversa da drea (regiao de contorno dos espaco paramétricos). Em suma,

quanto mais dados, mais restritos serao os niveis de confianca e a FoM sera maior.

Assim enfatizamos que FoM pode ser utilizada para confrontar o potencial res-
tritivo das realizagoes de t(z) frente as amostras observacionais disponiveis no momento.
Isto mostra que os dados de t(z), caso apresentem estas configuracoes no futuro, serao

dados competitivos e confiaveis a nossa disposicao.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho fizemos uma explanacao teérica sobre o conceito de figura de mérito
e apresentamos alguns métodos para sua determinacao. Por se tratar de um método que
quantifica determinadas grandezas ela é de fundamental importancia na caracterizacao
de modelos cosmoldgicos. Investigamos a possibilidade de encontrar limites através da
técnica x? e depois relacionamos com a matriz de Fisher com o intuito de encontrar a

FoM para cada cendario cosmologico.

Considerando os resultados dos testes x?, apresentados na tabela 5.1 obtidos a
partir destas analises, embora com poucas restritivas, quando levamos em conta os limi-
tes inferiores para os valores de €,,, percebemos a consisténcia com os valores recentes
encontrados na literatura. Em ambos os modelos quando se analisa o valor de €}, para
as amostras simuladas, percebe-se que ele tem um valor que se aproxima de 0.27 para um

nimero alto de pontos.

No caso do modelo W,CDM; = 0 Oscilatorio, encontramos um melhor ajuste
para b = 0,44 (variando de 0,40 até 0,48 em 1lo). Como comentado anteriormente este
modelo oscila em torno do modelo ACDM. Esta oscilacao pode ser quantificado por este
parametro b. Portanto, para este modelo e com estes dados atuais envolvendo datacao
de galaxias em altos redshifts nos diz que este modelo oscila do modelo padrao em torno
de 60% (limite inferior) e 52% (limite superior). Em relagdo a amostra simulada de 2000
pontos, encontramos que no melhor ajuste b = 0, 78, nos indicando que a oscilagao deste

modelo em torno do modelo padrao é de apenas de 22% .

44
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Para a FoM podemos concluir que, sem duvida, ela é uma ferramenta bastante
promissora. Note que em ambos os casos dos cenarios testados o valor da FoM aumentou
a medida que o niimero de ponto aumentou. Isso também aconteceu com os resultados
da referéncia [84], porém eles s6 simularam até 1000 galdxias. Como o nosso intuito era
fazer uma previsao do que se espera nas proximas décadas sobre a quantidade de idade
de galaxias observadas, fomos um pouquinho mais otimista e simulamos 2000. Podemos
acrescentar que isto era um resulto esperado, visto que a FoM ¢é inversa da érea (regido
de contorno dos espago paramétricos). Em suma, quanto mais dados, mais restritos
serao os niveis de confianga e a FoM serd maior, como mostrado nos graficos 5.4 e 5.5.
Assim enfatizamos que FoM pode ser utilizada para confrontar o potencial restritivo
das realizagoes de t(z) frente as amostras observacionais disponiveis no momento. Isto
mostra que os dados de t(z), caso apresentem estas configuragoes no futuro, serao dados

competitivos e confidveis a nossa disposicao.

Como perspectivas para esta dissertagdo, podemos acrescentar outros observaveis
cosmoldgicos a nossa analise como RCF, BAO, SNe, fracao de massa do gas, Lookback
Time, etc. Com isso teremos um teste de andlise conjunta, envolvendo observacoes cos-
moldgicas baseadas em medidas de tempo e de distancia. Também precisamos melhorar
nossa analise estatistica apresentada para os erros encontrados para a FoM. Outros pontos

que precisamos desenvolver no futuro sao destacados abaixo.

o Trabalhar com valores diferentes para Hy ou fazer uma marginalizagao sobre ele;
Uma outra opgao interessante é deixar este parametro livre e vincula-lo a partir dos
dados. No entanto, aumentariamos o nosso espaco paramétrico. Ou seja, acrescen-

tarfamos um outro parametro livre as nossas analises;

« Verificar o que acontece com os nossos resultados quando deixamos o valor do tempo

de incubacao, 7 livre ou quando marginaliza-lo;

o Testar a viabilidade deste método com outros modelos cosmologicos, como por exem-

plo a parametriza¢do W,CDM Linear (descrita na se¢ao 3.4.1);

o Encontrar os erros das amostras simuladas e mostrar as regides de contorno em
cada espaco paramétrico para as amostras reais e simuladas. Isto serd bastante ttil

para ilustrar, mais uma vez, que a FoM é uma técnica viavel. Com estas regioes,
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poderemos também confirmar as correlagoes entres os parametros livres de cada
cenario, calculadas através do coeficiente de correlacdo p dado na determinacao da

equagao (A.17);

Destacamos que atualmente é notavel o aumento dos testes estatisticos com varios
observaveis juntamente com a ampliacao e atualizacao dos catalogos. Isto é extremamente
interessante porque nos propicia um review de todos os modelos trabalhados na litera-
tura, analisando se perante os dados atuais sao capazes de vincular parametros ou se sao

descartados.

Por fim, nds enfatizamos a importancia de medidas mais precisas de idade de
objetos em altos-z. Enquanto os dados atuais idades-z por si s6 nao sao capazes de discri-
minar fortemente entre diferentes modelos cosmolégicos, observacoes futuras fornecendo
um novo conjunto de maior qualidade de medidas de idade em altos redshifts serao muito

uteis no estreitamento da gama de modelos cosmologicos vidveis.
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ANEXO A

Demonstracao do Calculo da Figura de Mérito - FoM

Neste anexo, serao ilustrados os passos para o calculo da figura de mérito de acordo

com referéncia [85]. Para tal, encontraremos os coeficientes A; e Ay da equagao
A1U% + AQU% + F/ = 0, (Al)
através de uma translagao e rotagao da conica abaixo:

Az® 4+ Bry +Cy* + Dx+ Ey + F = 0. (A.2)

TRANSLACAO

Nesta parte a translagao sera utilizada para eliminarmos os termos de 1° grau Dx

e Fy, como pode ser visto na figura A.1, chegando a uma expressao da seguinte maneira,

Au® + Buv + Cv* + F = 0. (A.3)

95
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Partindo da equagéo (A.2) e substituindo x = u+ h e y = v + k, encontramos a seguinte

relacao:

A(u+h)*+ Bu+h)(v+k)+Cv+k)?+Du+h)+Ev+k)+F=0.

A2+ B+ Cuw+F =0

v B ____!__l \ >
U

Ax? + Byt 4+ Cay+ Dr+ Ey+ F =0 i

v><vV

>
K

Figura A.1: Representagiao grafica da translagio de uma elipse no centro (0,0) para centro
(h,K). Figura reproduzida pelo autor.

Expandindo os cédlculos e isolando em termos de em novos coeficientes, obtemos

Au? + Buv + Cv* + (2Ah + Bk + D)u +

(2Ck + Bh + E)v + (Ah* + Ck* + Dk + Ek + F) = 0. (A.4)
Comparando as equagoes (A.3) e (A.4) chegamos a
F' = Ah*+Ck + Dk + Ek+ F

e um sistema

2Ah+Bk+D =0

2Ck + Bh+ E = 0,
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que possui uma soluc¢ao unica quando o determinante, M, for menor que zero para ser

elipse!

2A B
M = <0
B 20

e centro no ponto (h, k). Veja as referéncias [85,86] para uma revisao mais detalhada.

ROTACAO

Neste ponto, sera utilizada a rotagao para eliminarmos os termos de 1° grau misto

Buwv da equagao (A.3) e chegarmos na equagao abaixo
Aju? + A+ F = 0. (A.5)

O sistema abaixo mostra a mudanca de base das variaveis transladada,como pode ser

N\

Figura A.2: Representagio grafica da rotagao de uma elipse no centro (h,k). Figura reproduzida
pelo autor.

visto na figura acima, G(u,v), para rotacionada, G(uy,vy),

u = u;cost — visend

v = uysent + vycosb.

INote que se M<0, a conica podera também ser representada por uma circunferéncias, ou vazio, ou
um ponto.
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Substituindo as relagoes acima em (A.3), obtemos

(Acos* + Bsenfl.cos + Csen®0)u; + (Asen®d — Bsenf.cost + Ccos*0)vi +

(—2Asenf.cosd + Bcos260 + 2Csenf.cos)viu; + F = 0. (A.6)

Comparando (A.5) com (A.6), pode-se encontrar:

Ay = Acos®0 + Bsenf).cos + Csen0, (A.7)
Ay = Asen*d — Bsenf.cosl + Ccos*0 (A.8)

e
(A — C)sen(20) + Bcos(20) = 0. (A.9)

A partir da equacao acima pode-se determinar qual o d&ngulo foi rotacionada a elipse:

tg(20) = 1o (A.10)

Agora podemos encontrar os coeficientes A; e Ay de acordo com a referéncia [86] e fazendo
uso da resolugdo das equagoes (A.7) e (A.8) que geram um determinante cuja as solugoes
da equacao do segundo grau sao dado por:

A—A BJ2

det = 0. (A.11)
B/2 C— A

FIGURA DE MERITO

De acordo com que foi descrito na sessao 4.4, a figura de mérito é um parametro
que quantifica uma determinada grandeza e, no geral, é definida como sendo proporcional
ao inverso da area da regidao de confianca, que pode ser em lo, 20 e 30. Quanto maior

for a FoM, menor serd a regiao de confianca e os parametros envolvidos serdo mais
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—

restritos [87]. Existe diversas maneiras de expor a FoM, neste trabalho, serd dada por:

FoM =

S

,onde A é a area da elipse e o valor de 7w é usado como forma de normalizar a

FoM, mas que poderia ser utilizado 1/A sem perda da descrigao.

A figura abaixo demonstram duas maneiras que as elipses de confianca podem ser

representadas:

(a) sem rotagao. (b) rotagdo em 45°.

Figura A.3: Elipse de confianga com parametros x e y. Figura retirada de [87]

De acordo com a referéncia [87], os valores de a? e b* da elipse com a equagdo na

2

forma reduzida, podemos perceber que o;

e JZ tém valores que estao representados na
figura A.3 como as distancias dos eixos = e y ao ponto central (Z,y). Também notamos
que 20,, ¢ diferente de zero quando a elipse esta rotacionada. Portanto estes valores,
comparando com a equacao (A.2), sdo A, C e B. Como vimos na equagao (A.11) podemos

calcular os valores de A; A, pelo determinante abaixo:

= 0. (A.12)

Resolvendo a equacao do 2° grau, temos

2 2 2
ax—i-ay_i_J(a%—ag)

Al =a*= i 1 + 02, (A.13)
2 2 2 2)2
+ —
Ay =12 =22 i Iy _ J (o2 . %), o2, (A.14)

Como a area da elipse ¢ definida como 7a.b, podemos fazer o produto de a? com b* e
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encontrarmos o seguinte resultado

2 2 2 _ 2)\2 2 2 2 _ 2\2
25— oy + 0y, (02 y) + o2 Oy +0y M +02 |,
2 4 y 2 4 Y
2
ag bg (03+OZ)2_(032¢_0§> _0_2
T 2 4 o

ab = \|ol.ol—o02, (A.15)

Note que a expressao acima ¢ igual a raiz quadrada do determina da matriz de

2

covaridncia® como expressado pela referéncia [87]. Por motivo de completeza, vamos

realizar estes cédlculos abaixo:

Or Oy
detCov = det ,
Oy 03,
detCov = 02.0% — aiy. (A.16)

Comparando (A.15) com (A.16) e usando a defini¢ao de o,y = po,.0,, temos
a.b = VdetCov = g,.0,0/1 — p?. (A.17)

O coeficiente de correlagdo p varia entre —1 (completamente anti-correlacionado) e 1
(completamente correlacionado). p = 0, pardmetros independentes, ou seja, nao existe

correlacao entre eles.

Aplicando a equagao (A.17) na definicao da FoM, encontramos uma relagdo ma-

tematica

1
FoM = ————. A.18
¢ 0z.0y\/1 — p? ( )

2Lembrando que a matriz inversa de Fisher é igual a matriz de covaridncia:

o2

x Ozy
2 .
Ozy Oys

[F]~1 = [Cov] = {



Anexo A. 61

Ao levar em consideracdo o intervalo de confianca Ay? e fazendo o mesmo proce-

dimento acima para encontrar a FoM, temos a seguinte equacao:

1

Veja a referéncia [87] para maiores detalhes.
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