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Resumo

Neste trabalho investigamos a possibilidade de descrever a cinemética do Universo a partir
de dados de idade utilizando uma técnica chamada Cosmografia. Uma caracteristica interes-
sante, é que este procedimento ¢ independente de modelos. Como ponto de partida, considera-
mos o principio cosmolégico descrito pela métrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker
(FLRW) e em seguida fazemos uma expansao de Taylor em a(t), uma particularidade meto-
dolégica da Cosmografia, para descrever a evolugao do universo em termos dos parametros
de Hubble Hj, do desaceleracao qy, do jerk jo e snap so. Com isso, definimos o Look-
back Time cosmografico em termos destes parametros atuais e em funcao de z — redshi ft.
Porém, existe uma divergéncia nesta relagao para altos redshifts, |z| = 1, o que define o raio
de convergéncia, e para resolver esse problema, definimos o Lookback Time em funcao do
y —redshi ft utilizando a parametrizacao z = y/(1 —y) varrendo todos os possiveis valores de
z fornecendo a evolucao do Universo: passado, presente e futuro. Finalmente, a partir dessa
andlise, fazemos uma comparagao com o Lookback Time do modelo teérico ACDM utilizando

dados observacionais e dados simulados computacionamente.

Palavras chaves: Cosmografia - Lookback Time - Evolugao do Universo



Abstract

In this work we investigate the possibility of describing the kinematics of the Universe
from ages data using a technique called Cosmography. One interesting features of this proce-
dure is that it is independent of models. We consider the cosmological principle described by
the metric of Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW) and then we made a Taylor
expansion at a(t), a methodological particularity of the Cosmography, to describe the evolu-
tion of the universe in terms of the parameters Hubble Hy, deceleration g, jerk jo and snap
sg. Thus, we define the Lookback Time cosmographic in terms of these current parameters
and z-redshift function. However, there is a difference in this relationship to high redshifts,
|z| = 1, what defines the radius of convergence, and to solve this problem, we define the
Lookback Time in y -redshift function adopting the parametrization, z = y/(1 — y), sweeping
all possible values of z providing the complete evolution of the Universe; past, present and
future. Finally, from this analysis we made a comparison with the ACDM theoretical model

Lookback Time using observational and synthetic data from computer simulations.

Key words: Cosmography - Lookback Time - Evolution of the Universe
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Notacao e Convencoes

Assinatura da Métrica: (+ — ——);
Nesta dissertagao adoteremos unidades com ¢ = 1, onde ¢ ¢é a velocidade da luz no vacuo;
Expressoes em outros idiomas serao escritas em italico;

A unidade de distancia utilizada é o megaparcec (Mpc):

1Mpc = 3,26 x 10%anos - luz = 3,09 x 10**cm;
Utilizamos Ganos ao invés de Bilhoes de anos;
O ponto (+), denota a derivada em relagao ao tempo;

Conveciona-se o indice 0 para representar parametros cosmoldgicos atuais.

Informacao eletronica

A grande maioria das referéncias utlizadas neste trabalho podem ser encontradas

nos seguintes sitios:
e http://xxx.lanl.gov
e http://www.slac.stanford.edu/spires/hep/
e http://adsbs.harvard.edu/article_service.html

e http://www.periodicos.capes.gov.br/
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Capitulo 1

Introducao

O entendimento da origem e evolucao do Universo é uma busca incessante que vem
atravessando séculos e milénios pelo ser humano. Fato que pode ser encontrado desde os
mitos de criacao das civilizacoes mais antigas até a moderna teoria cientifica do Big Bang.
Por conta disso, temos um vasto arcabougo de teorias, modelos e testes, tanto observacionais
como tedricos, cujo intuito é responder perguntas frequentemente encontradas no mundo
cientifico tais como: “de que é feito o Universo?”, “o Universo ¢é finito ou infinito?”, etc. Tais
preocupagcoes parecem inerentes a prépria condi¢ao humana.

Neste contexto, a Cosmologia se estabelece como a area da Fisica que investiga a
origem, estrutura e evolugao do Universo. Seu principal objetivo consiste em determinar um
modelo cosmoldgico que preve os resultados das observacoes astronomicas. Como em todo
ramo tedrico da Fisica, a construgao dos modelos exige uma condigao inicial, ou hipdtese que
denominamos principio. Na Cosmologia Padrao (CP) temos a Teoria da Relatividade Geral
(TRG) como ponto de partida e o principio cosmolégico (PC), onde se adota que o Universo
é homogéneo e isotrépico em grandes escalas.

Essa teoria pés-Newtoniana tem um conjunto de equagoes Mestre, equagoes de Albert
Einstein de 1915, que descrevia um universo estatico, concepcao mais aceita em seu periodo
de formulacao. Um universo estatico poderia ser descrito pelas Equacoes de Einstein por
meio da insercao de uma constante, um artificio matematico, chamado por Einstein de Cons-
tante Cosmoldgica (geralmente denotada pela letra A). Esta constante atua como uma forca

repulsiva que compensa a forca puramente atrativa produzida pelo conteido energético do



Universo. Desta maneira, ele pode obter uma solucao do Universo estético! requerido pelas
observagoes da época [2].

Em 1922, Alexander Friedmann, baseado nas hipéteses de homogeneidade e isotropia,
propos solucoes para as Equacoes da TRG que resultaram em modelos de Universos expansio-
nistas, sem que fosse necessario o termo cosmolégico [3]. Na mesma década, Einstein revogou
o uso da constante cosmoldgica, devido a novas descobertas como a de Hubble e Humason,
de que a velocidade de recessao de uma determinada galaxia é proporcional a sua distancia
em relacao a Terra, mostrando dessa forma que o Universo estd em expansao [4, 5|. Einstein
chegou a comentar, que a introdugao da constante A nas suas equacgoes foi o maior erro de
sua vida [6].

Na década de 30, foi observado que as medidas das curvas de rotacao de galaxias
espirais [7], assim como outros diversos experimentos astronomicos, sugeriam que a matéria
luminosa que observamos representa apenas uma pequena parcela das particulas massivas do
Universo e que a quantidade mais significativa é relacionado a chamada matéria escura.

Mais recentemente algumas observacgoes, tais como, medidas de distancias de Super-
novas do tipo Ia (SNe Ia) em redshifts intermedidrios e altos [8, 9], medidas das anisotropias
da Radia¢ao Cdsmica de Fundo (RCF) [10]-[12], observagoes de estruturas de grandes escalas
(EGE) no Universo [13, 14], estimativas da idade de objetos antigos [15]-[18], observacoes de
aglomerados de galdxias [19], dentre outros, indicam que o nosso o Universo é ~ plano, com-
posto de ~ 1/4 de matéria (escura + barionica) e vem passando por uma fase de expansao
acelerada (8, 20]; a natureza da entidade responsédvel por este efeito expansivo denominada
energia escura (EE) ou quintesséncia, para modelos baseado na TRG, ainda permanece desco-
nhecida. A explicagao mais simples para a aceleragao do Universo é dada por uma constante
cosmoldgica [21], que fita muito bem os dados observacionais atuais, embora apresente al-
guns importantes problemas nao resolvidos, como por exemplo, o problema da constante
cosmolégica e da coincidéncia césmica [22]-[25].

Outro problema desafiador para a Cosmologia é a estimativa de parametros cos-

moldgicos atuais. Estes, podem ser determinados a partir de diferentes tipos de observagoes,

'E necessério enfatizar que esse Universo era instavel, pois a menor diferenca entre o termo atrativo e o
repulsivo causaria um colapso ou uma expansao no Universo dependendo de qual termo dominasse [1].



que sao fortemente dependentes de modelos tedricos. Diante desse dilema, a possibilidade
de restringir parametros cosmologicos e descrever a dinamica do Universo a partir de um
método independente de modelos, torna-se uma tentativa importante e interessante.

Nesta dissertacdo, seguindo a metodologia apresentada por Weinberg em 1972 [26],
discutimos como a cosmografia? e estimativas de idades de galdxias em altos-z inferem
parametros utilizados para descrever o Universo recente. A nossa maior precaucao foi
nos restringirmos de qualquer tipo de modelo tedrico e utilizar somente parametros cos-
mologicos atuais, para a descricao do Universo. Para tal, recorremos a expansao matematica
do Lookback Time em termos destes parametros e em funcao do z — redshi ft. Devido a um
problema de convergéncia encontrado no fator de escala a(z), utilizamos uma parametrizacao
conhecida como y —redshift [29], onde mudamos sua variavel sem diferenciar seus conceitos,
suas informagoes matematicas e fisicas. Utilizamos a estatistica Bayesiana para comparar o
Lookback Time cosmografico com dados do Lookback Time observados e simulados e, desta
forma, impor vinculos aos parametros Hy, qo, jo € So. Finalmente, comparamos estes resul-
tados com os do modelo ACDM. E neste cenario que se inclui o desenvolvimento do presente
trabalho.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No segundo Capitulo, fazemos
uma breve revisao da Cosmologia Padrao. No Capitulo trés, apresentamos as expressoes
cosmograficas dos principais observaveis cosmolégicos [30]. No penultimo Capitulo, obtemos
o Lookback Time tedrico e a expressao do Lookback Time cosmografico. Com intuito de
facilitar uma eventual consulta por parte de pesquisadores interessados nos assuntos aqui
tratados, mencionamos que as demostracoes matematicas do presente trabalho encontram-
se nos Apéndices A e B. Nossas conclusoes, e perspectivas de trabalhos futuros visando
complementar as analises aqui desenvolvidas sao apresentadas no ultimo Capitulo.

Nossos principais resultados, conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros visando
complementar as andlises aqui desenvolvidas sao apresentadas nos dois ultimos Capitulos

desta dissertacao.

2Para uma revisao detalhada da Cosmografia, veja as referéncias [27, 28].



Capitulo 2

Cosmologia Padrao

O modelo cosmolégico padrao baseia-se no PC e na TRG. Neste cenario, o Universo se ex-
pande adiabaticamente a partir de uma singularidade, um estado inicial extremamente denso
e quente (Big Bang), até o presente estagio, tem uma idade de aproximadamente 13,7 bilhdes
de anos e uma geometria espacial aproximadamente plana. As evidéncias observacionais que

apoiam esse modelo sao: a recessao de galaxias, a nucleossintese primordial e a RCF.

2.1 Lei de Hubble

Uma das principais constatacoes em relacao as observacoes cosmolégicas é que quase
tudo no Universo parece estar se afastando da Terra, e quanto mais longe estd um objeto,
maior serd sua velocidade de recessao. Esta velocidade é medida pelo desvio para o vermelho

z (redshift) e, de acordo com o efeito Doppler, é dada por:

oA
z = Y

~
~

, (2.1)

ol

onde A\, é o comprimento de onda observado e A, é o comprimento de onda emitido pela
fonte.

Em 1929, observacoes do astronomo Edwin Hubble reveleram que a velocidade de
recessao das galaxias, ¢, em relagao a Terra é diretamente proporcional a distancia que as

separam de nos, 7. Isto deu origem a chamada lei de Hubble:

7= HyF, (2.2)



onde Hy é o parametro de Hubble, cujo valor atual é Hy = 67,3 + 1,2kTm/Mpc 31] L. A
Fig.(2.4) apresenta os dados experimentais que confirmam este valor [31].
A lei de Hubble permite a introducao de um sistema de coordenadas, ¥, que acompa-

nha a expansao do Universo, denominado de coordenadas coméveis:
7= a(t)z. (2.3)

Como a expansao do Universo aparenta ser uniforme, relacionamos a distancia real 7 com a
distancia comével &, sendo que as galdxias estao em posicoes fixas nas coordenadas comoveis.
A funcdo a(t) é o fator de escala do Universo. Usualmente convenciona-se que o fator de
escala na presente época, t = to, é unitério, ou seja, a(ty) = ap = 1. Combinando as equagdes
(2.2) e (2.3), é possivel escrevermos a lei de Hubble em termos do fator de escala:

7]

Definindo entao o parametro de Hubble como:

a
—7. 24
o (24)

H = g' (2.5)

Podemos relacionar o fator de escala com o redshift apresentado na Eq.(2.1) da

seguinte forma:

A
14+2="= = 2.6
: A (2:6)

onde utilizamos ag = 1.

Este resultado enfatiza que a medida que o Universo se expande os comprimentos
de onda aumentam em proporcao direta. Por exemplo, se observarmos um comprimento de
onda duplicado em relacao ao esperado, o Universo deveria ter metade do tamanho atual
quando a luz foi emitida.

Embora em grandes escalas o Universo seja preenchido por galaxias e essas, por sua
vez se distribuam em grupos que podem conter milhoes de galaxias, as observagoes indicam
que em escalas de distancia ainda maiores que 100 Mpc, o Universo é homogéneo e isotrépico

satisfazendo assim o principio cosmolégico?, a hipétese bésica da Cosmologia Moderna.

Tsto significa, por exemplo, que uma galéxia distante da Terra de 100 Mpc tem uma velocidade de recessao
de aproximadamente 6730 km/s.

2Em uma escala suficientemente grande, as propriedades do Universo sdo as mesmas para todos os obser-
vadores.
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Figura 2.1: Esquerda: Comparacao das medidas de Hj, com estimativas de erro em +10 a
partir de técnicas diferentes. Direita: Probabilidade referente ao valor de Hy para diferentes
analises. Note que o valor mais provavel para o parametro de Hubble é em torno de Hy ~
67.3Mpc/km/s, como apresentado por Planck Collaboration et. al. em 2013 [31].

2.2 Nucleosintese Primordial

Quando o Universo era muito mais quente e mais denso, e sua temperatura era da
ordem de um MeV/kg, ndo haviam dtomos neutros ou nucleos ainda ligados. A grande quan-
tidade de radiacao em um ambiente tao quente asseguraria que qualquer atomo ou ntcleo
seria imediatamente destruido por um féton de alta energia. Nesta época, o Universo pri-
mordial era constituido por um plasma fortemente ionizado onde ocorriam varias reagoes
termonucleares responsédveis pela sintese dos elementos leves (Deutério, Hélio-3, Hélio-4 e
Litio-7). A medida que o Universo foi se expandindo e sua temperatura diminuiu corres-
pondendo a valores de energias abaixo das energias de ligacao dos nicleos tipicos, elementos
leves comecgaram a se formar.

Na década de 40, Gamow et al. calcularam a concentracao desses elementos em

relacao a quantidade de Hidrogénio ordindrio [32]. Na Fig.(2.2), observamos que todas as
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Figura 2.2: Abundancia primordial dos elementos leves prevista pelo modelo padrao como
uma funcao da razao bérion - f6ton 7 [33].

abundancias relativas dependem de um parametro simples, a razao barion - féton-(n). A faixa
vertical mostra a regiao de concordancia das observacoes das abundancias de 4 ntcleos. Note
que, tal concordancia localiza-se numa faixa bastante estreita para estes nicleos implicando
em Q,h? ~ 0.02 [33], o que concorda com as previsoes tedricas para a densidade de matéria
barionica. De maneira geral, esses calculos tedricos prevéem que cerca de um quarto da
matéria barionica do Universo consiste em Hélio-4, um resultado que esta de acordo com as
estimativas para esse elemento derivada de observagoes em regides Hyy [34]. Os elementos
mais pesados, dos quais nés somos constituidos, foram sintetizados mais tarde nos interiores

estelares e ejetados para o espaco em processo astrofisicos [34, 35].



Wavelength [mm]
1

2 0.67 0.5
| ] | 1
< FIRAS data with 4000 errorbars |
-E- 2.725 K Blackbody
=. 300} -
=
=,
= 200} _
o
—
I
[=
= o0} —
D [ | [l
0 5 10 15 20

V [/cm]

Figura 2.3: Resultados do satélite COBE mostrando que a radiacao césmica de fundo do
Universo tem um espectro de corpo negro [36].

2.3 Radiagao Césmica de Fundo - RCF

A evolucao do Universo deixou resquicios que podemos detectar hoje e assim testar
o MCP. Pode-se dizer que encontrar os fosseis deixados por esta evolucao é um tipo de
arqueologia césmica. Nos concentraremos em um desses “fésseis”, que foram decisivos para
determinar o sucesso do MCP: a radiacao césmica de fundo, detectada pela primeira vez
pelos fisicos norte-americanos Robert Wilson e Arno Penzias [36].

A medida que o Universo foi se expandindo, o plasma esfriou até que foi possivel
os eletrons combinarem-se com os nicleos atomicos de hidrogéneo e hélio para formarem
atomos. Como comentado na secao anterior, isso aconteceu quando o Universo tinha uma
temperatura de ~ 3000K, que corresponde a uma idade de 380 000 (z ~ 1088). A partir
desse momento, os fotons puderam viajar livremente pelo espaco conservando seu espectro
planckiano, uma vez que o unico efeito da expansao é diminuir a sua temperatura. Esse

processo é chamado de desacoplamento e a RCF traz consigo a assinatura de como era o



Evento z T(K) t(10°) anos
Igualdade matéria-radiacao 3570 9730 0.047
Recombinagao 1370 3740 0.24
Desacoplamento 1100 3000 0.35
Ultimo espalhamento 1100 3000 0.35

Tabela 2.1: Etapas temporais da RCF no Universo [38].

Universo naquela época. Essa previsao foi realizada em 1948 por Gamow e colaboradores.
Pouco menos de duas décadas mais tarde, esse “eco” do Big Bang foi detectado por uma
grande antena de comunicagao nos laboratérios Bell, nos Estados Unidos. A RCF é um dos
melhores exemplos de corpo negro que existe, com a distribuicao de radiacao seguindo a lei de
Planck com uma temperatura efetiva de 2,73 K e com erros estimados na casa dos mK [37]
[ver Fig.(2.3)]. O instante no tempo em que a densidade nunérica de fons é igual a densidade
numérica de atomos neutros é denominado de recombinacgao. A época do desacoplamnento
¢ o momento em que a taxa de espalhamento entre fétons e elétrons, torna-se menor do
que o parametro de Hubble. Nesta época, os fétons param de interagir com os elétrons e o
Universo torna-se transparente. Por fim, a época do tltimo espalhamento, o momento em
que um foton tipico da RCF passa por seu tltimo espalhamento por um elétron passando a
viajar livrcemente através do espaco. Uma vez que o taxa de expansao do universo nesta época
¢ maior do que a taxa de espalhamento, a época do ultimo espalhamento é muito proxima
da época do desacoplamento [38]. Para uma melhor interpretacdo dos eventos temporais
relacionados & RCF, veja a Tab.(2.1).

Para podermos extrair informacoes dos mapas da radiagao césmica de fundo, precisa-
mos nos valer de algumas ferramentas estatisticas. Uma destas ferramentas nos possibilita
compor um espectro que representa a amplitude das flutuagoes em fungao da escala angular,
conforme mostra a Fig.(2.4) [39]. Os picos estao relacionados com as chamadas oscilagoes
acusticas no plasma, e podemos associd-los com os modos harmonicos desta oscilagao. O
primeiro pico representa o harmonico fundamental - a maior onda que poderia aparecer no
meio - que define o tamanho do Universo observavel ou escala angular do horizonte. Os

outros picos estao ligados aos outros harmonicos. A linha sélida corresponde ao modelo
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Figura 2.4: Anisotropias da radiacao césmica de fundo, combinando trés experimentos re-
centes [39].

ACDM enquanto que as barras de erros, referente aos dados, indicam o erro observacional.
A regiao sombreada indica a incerteza dominante em grandes escalas [40]. A consequéncia
do desacoplamento matéria-radiacao é que podemos determinar algumas das quantidades
fundamentais do Universo (idade, composi¢ao e geometria) com base na largura, altura e

posicao dos picos.

2.4 Dinamica do Universo

A métrica mais geral, satisfazendo o PC, pode ser apresentada em coordenadas
esféricas (r,0, ) da seguinte forma

dr?

1—kr?

ds® = dt* — a*(t) + 7% (df* + sin® Odp?) | (2.7)

que ¢é conhecida como métrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW). k repre-
senta a curvatura espacial do Universo e pode ter os seguintes valores: -1,0 e 1, correspon-

dendo as geometrias do tipo hiperbdlica, plana e esférica, respectivamente.



11

A métrica de FLRW esta escrita num sistema coordenado comovel. Tal sistema estd
fixo nas particulas (galdxias) do fluido césmico, desse modo, acompanhando a expansao do
Universo, com suas coordenadas sendo reescaladas pelo fator de escala a cada instante ¢.

Como ja foi comentado no capitulo anterior, o Universo pode ser descrito pelas

equagoes de campo de Einstein [26], que é dada por

1
R, — Eg,wR =81GT,,, (2.8)

onde o lado esquerdo da equacao acima ¢ composto pelos tensores de Ricci R, métrico
9w € o lado direito desta, corresponde ao tensor energia-momento 7, que ainda devemos
especificar.

Consideremos as fontes de campo gravitacional do Universo como um fluido do tipo

perfeito, entao o tensor energia-momento que o representa, tem a forma

T,uzz = (P + p) VpVy — PGpv, (29>

onde p, p e v, sao a pressao, densidade de energia e a quadrivelocidade das particulas do
fluido, respectivamente.
Para um universo homogéneo e isotrépico preenchido por um fluido perfeito as equacoes

de movimento (2.8) sao
a\> 8rG 'k
<_) &G,k (2.10)

i [a\’ k
2—+ (—) = —8nGp — ot (2.11)

a a

que sao conhecidas como as equacoes de Friedmann. A partir dessas equagoes obtemos

; = —T(P+3p)7 (2.12)

denominada equacao de aceleracao. Para resolver estas equacoes de campo, ainda precisamos
saber como p e p evoluem com o tempo. A conservacao do tensor de energia momento, T;,,

nos da
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p+3= (p+p) =0, (2.13)

que é chamada de equacao do fluido.
A fim de resolver a Eq.(2.13), é preciso foramar as equagoes de estado dos constituintes
do Universo. Supondo que o Universo é constituido por um fluido barotrépico a equagao de

estado de um dado componente é dado por:

Pi = Wipi, (2.14)

onde o parametro da equacao de estado, w;, especifica a natureza do constituinte. Para o

caso geral, em que w = w(z), as equagdes (2.14) e (2.13) fornecem

1
142z
p(z) = poexp {/ 3[1 4+ w(2")]d[In(1 + z’)]} : (2.15)
1
Para o caso em que w = constante, a Eq.(2.15) pode ser facilmente integrada, resultando em
p o< a 3@t (2.16)

Os casos mais comuns sao, w = 1/3, w = 0 e w = —1, que correspondem a radiagao, matéria
e vacuo quantico, respectivamente. Supondo que os constituintes do Universo nao interagem
entre si, cada um deles satisfaz a Eq.(2.13) separadamente. Para a matéria, (p,, = 0), temos

a solugao
Pm X a2 (2.17)

para a radiacdo, p, = p,/3, obtemos que

procat; (2.18)
e para a energia de vacuo, p, = —p,, temos que
py = constante, (2.19)

que esta relacionada a constante cosmoldgica.
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Assumindo agora uma geometria espacialmente plana a Eq.(2.10) toma a seguinte
forma

(%)2 = #p. (2.20)

Resolvemos facilmente essa equacgao para as épocas em que a densidade de energia da matéria
domina sobre a densidade de energia da radiacao e vice-versa, ou seja, para a era dominada

pela matéria, temos,
a(t) o t2/3, (2.21)
e para a era dominada pela radiacao, obtemos
a(t) oc t1/2, (2.22)
Quando t — 00, a — 0 e, consequentemente, p — 0o, caracterizando uma singularidade
inicial.
A densidade critica, p., é definida como a densidade necessédria para que a constante

de curvatura, k, se torne nula correspondendo a um universo espacialmente plano, ou seja,

_ 3H?(t)
Pe = StG

(2.23)

Na presente época, Hy ~ 67.3Mpckm™"'/s a densidade critica é da ordem de 10~*°kg/m3. A
partir do valor da densidade critica obtido observacionalmente, podemos inferir se o Universo
é fechado ou aberto. Se p > p., temos um Universo fechado (geometria esférica), e se p < pe,
o Universo ¢é aberto (geometria hiperbdlica).
Define-se o parametro de densidade €2; por
0, =2 (2.24)
Pe

onde 7 expressa a densidade correspondente a cada constituinte do Universo que esta sendo
considerado. A definicao do parametro de densidade expressa uma comparagao entre uma
dada densidade, relacionada a algum constituinte, com a densidade critica.

A partir das equagoes (2.10) e (2.11), podemos escrever

k
Qiotar = 1 + 2H? (2.25)
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onde Q1 denota o parametro de densidade total do Universo (a soma das densidades de

todos os constituintes). Se k =0, Qo1 = 1, e k = =1, Qs < L ese k =1, Qyopar > 1.
Uma outra grandeza importante é o parametro desaceleracao, relacionado a variacao

da taxa de expansao do Universo com o tempo. O parametro de desaceleracao ¢ é definido

por
3
+2 (2.26)

Dessa definicao, vemos que ¢ tem valor positivo para um Universo desacelerado e um valor
negativo para um Universo acelerado. Além disso, o parametro de desaceleracao depende
da densidade p e da pressao p de todos os constituintes do Universo. A definicao de ¢ foi
introduzida como o negativo da aceleragao porque a matéria usual é sempre atrativa. Na
Fig.(2.5), mostramos o parametro de desacelera¢do como fungao do redshift para alguns
valores selecionados de §2,, e w e €1, = Q, = 0. Note que para altos redshifts a expansao do
Universo é desacelerada, enquanto que para baixos redshifts o Universo passou a expandir
com uma taxa acelerada.

Também é interessante apresentar uma relacao bastante utilizado pela astronomia
observacional que ¢ a diferenca de magnitudes 1o, definido como a diferenca entre a magnitude
bolométrica aparente m e a magnitude absoluta M, de uma determinada fonte3. A expressao

para po é dada por
po =m — M = 25+ logiody, (2.27)

onde dj, é a distancia de Luminosidade, definida por

z dz/
0 H(Z/).

dp, = (1+2) (2.28)

Outra relagao importante, que pode ser expressada em termos dos parametros cosmolégicos

definidos acima, é a relacao entre a idade césmica e o redshift z,

z dZ/
t(z) = /0 TG (2.29)

Na segao (4.1) do Cap.4, esta relagao entre a idade e H(z) serd melhor detalhada.

3Na Cosmologia, geralmente utiliza-se Supernovas do tipo Ia devido a sua composicao apresentar metais
mais pesados. O que caracteriza um dos objetos mais antigos do Universo.
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Figura 2.5: O parametro de desaceleracao como funcao do redshift para alguns valores sele-
cionados de Q,, e w e Q, = Q, =0 [41].

2.5 Inflacao Césmica

Na secao anterior, discutimos sobre as épocas de radiacao, matéria e vacuo e suas
respectivas evolucoes temporais. Notamos que para t — oo impoe limitagoes sobre épocas
anteriores, que até agora, s6 podemos especular. Essas especulagoes tém-se centrado na ideia
de que, antes do periodo de dominio da radia¢do, durante o qual o fator de escala a(t) foi
crescendo como /%, houve um perfodo anterior, o perfodo da inflacio, quando a densidade de
energia do Universo era dominada por uma energia do vacuo variando lentamente implicando
em uma evolugao exponencial de a(t)?.

Esse modelo de universo proposto em 1979 [45] e modificado posteriormente [46, 47],
é consistente com algumas das formas das Teorias da Grande Unificacao (GUT) das forcas

forte e eletrofraca, que prevéem uma quebra de simetria espontanea nos primeiros momentos

1A possibilidade de uma expansiao exponencial tinha sido observado por vérios autores [42]-[44] no dltimo
quarto do século passado, mas a principio ela atraiu pouca a atencao.
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do Big Bang. Essa quebra de simetria, ou transicao de fase, é causada por um falso vécuo®,

que, tendo pressao negativa, faz a gravitacao agir repulsivamente. O resultado é que esta
pressao negativa do falso vacuo afeta fortemente a expansao do Universo porque, de acordo
com a RG, tanto a densiadade de energia como a pressao sao fontes de inércia. Esse processo
de expansao stbita altera o fator de escala do Universo, ou seja, utilizando a Eq.(2.12) e a

relagao p,(t) = —p,(t), obtemos

g__47rG( _3 ><:>é_87rG
a - 3 p?J IOU a - 3 p'LH
d*a(t)
dtg = H?a(t). (2.30)

A solucao da equacao acima é dada pela expressao
a(t) = age/™ = azett, (2.31)

em que ay representa o valor do fator de escala no inicio do processo de expansao inflacionéria,
e H; o parametro de Hubble que se mantera constante durante essa fase. Esse processo ocorre

durante uma escala de tempo 77, determinada pela expressao

3
:H‘1:1/ . 2.32
TI I 87TGpU ( 3 )

2.6 Sumario

Neste capitulo, apresentamos os 3 pilares observacionais que sustentam a Cosmolo-
gia Padrao, a Lei de Hubble, a RCF e a Nucleosintese Primordial. Revisamos também os
principais conceitos e as equagoes basicas do MCP incluindo a era inflacionaria. No capitulo
a seguir, apresentaremos a metodologia deste trabalho denominada de Cosmografia, que

abrange de forma geral a representacao de distancias utilizando expansoes matematicas.

STratamento tedrico utilizando Teoria Quantica de Campos o que ndo serd abordado neste trabalho.



Capitulo 3

Cosmografia

A cosmografia, cosmocinética é uma abordagem cinematica para descrever a evolugao do Uni-
verso. Ela é bastante interessante por sua caracteristica distinta de nao depender de qualquer
teoria dinamica da gravidade ou modelos de energia escura. Isto a torna crucial por sua po-
tencial capacidade de distinguir modelos cosmoldgicos quando uma enxurrada de modelos
de energia escura e teorias de gravidade modificadas sao propostas para explicar a expansao
acelerada do universo atual. Em geral, através da expansao de Taylor do fator de escala a(t)
em termos de tempo césmico t, coeficientes adimensionais sao definidos. Por conveniéncia,
eles sao conhecidos como parametros cosmograficos. Estes parametros cosmograficos cujo
os valores atuais podem ser determinados por observacoes cosmoldgicas, descrevem o estado

cinemdtico do Universo [26].

3.1 Fundamentos de Cosmografia

A cosmografia representa um critério de selecao para discriminar qual o modelo se
comporta melhor do que outros quando comparado com os dados observacionais [48]. Na
verdade, todos os testes numéricos dependem da escolha do modelo analisado, levando a um
forte problema de degenerescéncia. Para resolver este problema de degenerescencia é preciso
introduzir procedimentos independentes de modelo para distinguir os cenarios cosmolégicos.
Um caminho interessante para resolver o problema de degenerescéncia é levar em conta as
quantidades cosmoldgicas que podem ser inferidas sem a necessidade de postular um modelo
a priori. A cosmografia foi amplamente discutida pela primeira vez por Weinberg e, em

seguida foi estendida na literatura com o passar do tempo [27, 28].

17
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O ntcleo da cosmografia é assumir somente a validade do principio cosmoldgico, sem
quaisquer outras hipoteses sobre as equagoes de Einstein. Em outras palavras, uma vez que
a métrica de FLRW ¢ envolvida, é possivel obter a partir da cosmografia limites no Universo
observavel, por meio de medidas diretas da expansao observada em termos de a(t). Portanto,
escrevendo a métrica de FLRW da seguinte forma:

2

ds® = Adt* — a*(t
S c a“(t) T2

+ r?(df* + sin® dp?) | (3.1)

podemos obter o quanto de energia escura ou componentes alternativos sao necessarias para
garantir observacoes atuais, sem postular qualquer modelo cosmoldgico no inicio de nos-
sas analises. A ideia é relacionar as expansoes cosmograficas aos parametros livres de um
determinado modelo.

Assim, podemos avaliar quais os modelos se comportam muito bem e quais sao desfa-
vorecidos, como consequéncia de nao satisfazer as exigéncias basicas introduzidas pela cosmo-
grafia. Geralmente, nos referimos a cosmografia como parte da Cosmologia que tenta inferir
quantidades cinematicas, mantendo apenas a geometria proposta pela métrica de FLRW.
Para uma revisao mais detalhada veja a referéncia [49].

Nosso ponto de partida é a expans@o em série de Taylor do fator de escala a(t):

Qo 1 ag 9 1 a, 3
t) = 1+ —(t—t ——(t—t ——(t—t
a(t) o +a0( 0)+2!a0( 0) +3! ao( 0)” +
1a 4
20— t) 3.2
1 ao( 0)" + (3.2)

Convencionalmente a série é interrompida na ordem de interesse. Aqui iremos até a quarta
ordem. Supomos t —t; > 0, a fim de obter a causalidade de observacoes cosmoldgicas.

Podemos reescrever a equagao acima na forma:

1 1.
a(t) = Qo ]_ + Ho(t — t()) — EQOHg(t — tQ)Q + gjng(t — to)g +

1
Ll 1)t 4
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com as seguintes defini¢oes

lda a
H = E%:? " (3.4)
S
J = %%—2—2 (3.6)
€
g= L da_dd (3.7)

= Hidn T G

A Eq.(3.4) representa a primeira derivada em rela¢do ao tempo do logaritmo do fator
de escala, enquanto o parametro de desaceleracao, ¢, indica se o Universo esta atualmente
acelerado ou nao. Um universo acelerado fornece —1 < qg < 0. A variacao do parametro
desaceleracao!, ou seja, o parametro jerk, j, se positivo, indicaria que ¢ mudou o sinal no
passado, em um redshift de transicao, correspondendo a ¢ = 0. Finalmente, sg indica se j
mudou de sinal com a expansao do Universo. Se for negativo, o parametro jerk permanece
com o mesmo sinal de seu atual valor, veja a referéncia [49].

Com base no que foi discutido acima, podemos obter uma expressao da distancia de
luminosidade, dj,, expandida em série em torno de z = 0. Considerando a expressao para a

distancia de luminosidade e adotando que a distancia radial comével é

* du
r = —_—, 3.8
) H(w) (38)
a expressao que representa dy (para um universo plano) sera dada por:
* du
dr = (1 — 3.9
L ( +Z> o H(U)7 ( )

Expandindo a distancia de luminosidade em torno de z = 0, obtemos [50]

1 1 )
dL = dH[Z_5(_1+QO)22+6(_1+QO+3Q(2]_j0)23+

1
ﬁ(2 — 2y — 15¢% — 15¢3 + 10qojo + 5jo + s0)2* + O(2°) |, (3.10)

onde dy = ¢/ H, é a distancia de Hubble.

'Para os modelos de energia escura com w = constante, temos qq = %[1 — 3w(Qy — 1)]. Os cendrios
em que w = —1 e w = 0 nos fornece gp = —1 () =1 + Q,,, = 0, modelo Einstein-De Sitter) e ¢o = 0.5
Q4 =0 & Q,,, = 1, modelo De Sitter), respectivamente. Note que no primeiro cendrio nao temos uma
transicao de fase desacelerado-acelerado. Portanto, o parametro de desaceleracao, por definicao, varia entre
—1<¢g <0.
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3.2 Outras Distancias de Interesse Fisico na Cosmo-
grafia

Na cosmologia, existem muitas definicdes de distancia entre dois objetos ou eventos,
que sao diretamente observavel ou nao. A partir da distancia de luminosidade d; podemos
encontrar outras distancias de interesse fisico na Cosmologia, como a:

distancia de fluxo de fotons:

dp = d—Ll. (3.11)
(1+2)}

A distancia de fluxo de fotons, dr, é baseada no fato de que muitas vezes é tecnicamente
mais facil contar o fluxo de f6tons (fétons/segundos) do que medir bolometricamente a energia
total (poténcia) depositada no detector. Se estamos contando o nimero de fluxo de fétons,
ao invés de fluxo de energia, entao o fluxo do nimero de fétons contém menos um fator
de (1 + z)~!'. Convertido para um estimador de distancia, a distancia do fluxo de fétons
contém um elemento adicional (1 + z)~2 em comparacio com a (base de poténcia) distancia
de luminosidade [29].

A distancia de contagens de fétons:

dr

P =T

(3.12)

A distancia de contagem de fétons, dp, estd relacionada com o nimero de fétons absorvidos
sem levar em conta a velocidade com que chegam. Assim, a distancia de contagem de fétons
contém um elemento adicional (1 + z)™! em relagio & distancia de luminosidade.
A distancia de desaceleracao;
dr
— .
(14 2)2

A distancia de desaceleracao dg, é uma quantidade ainda nao denominada, ou seja, parece

dg = (3.13)

nao ter qualquer interpretacao fisica direta e simples?.
A distancia de diametro angular;

dy = (11—2)2. (3.14)

2Como neste trabalho, ndo estamos interessados em testes de distancias, ndo nos aprofundamos em con-
ceitos de algumas distancias utilizadas em Cosmologia observacional.
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A quantidade dg4, é a definicdo de Weinberg da distancia de diametro angular [26], corres-
pondendo ao tamanho fisico do objeto quando a luz foi emitida, dividindo pelo seu diametro
angular atual no céu. Isto difere da definicao de Peebles [51], que corresponde a qual ta-
manho o objeto teria na época cosmoldgica recente se continuasse a mover-se com expansao
cosmoldgica (isto é, a dimensao comével), dividindo-se pelo seu diametro angular atual no
céu. A du definida por Weinberg apresenta uma caracteristica (& primeira vista desconcer-
tante, mas fisicamente correto) que além de um certo ponto, d4 pode realmente diminuir a
medida que se move para objetos mais antigos que estao mais longe. Em contraste, na versao
de Peebles a distancia de diametro angular é sempre crescente a medida que se move para
distancia maiores.
E a distancia médulo;

dr, dr,
=51 —— | =5l —_— 25. 3.15
2% 0g10 [10196} 0g10 LMPJ + ( )

Utilizando a Eq.(3.10), ap6s algumas manipulagbes matematicas, podemos reescrever

as equagoes (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15) tornam-se

1 1 )
dp(z) = dy [z — §q§z2 + ﬂ(_l + 10qo + 12¢2 — 450)2° +

1
E@ — 15¢g — 42¢5 — 30q; + 20g0jjo + 6Jo + 2s0)2* + O(2°) |, (3.16)
1 2 1 2 . 3
dp(z) = dy|z— 5(1 +qo)z” + 6(2 +4q0 + 395 — jo)z° +
1 . :
ﬁ(—6 —12qo — 27q3 — 15g5 + 10gojo + 9jo + s0)2* + O(2°)|,  (3.17)
1 2 1 2 . 3
do(z) = du|z— 5(2 +q)z" + ﬂ@?’ +22q0 + 12¢5 — 4jo) 2" +
1
E(26 — 61gp — 6643 + 30g5 + 20q070 — 270 + 250)2* + O(2°) |,  (3.18)
1 2 1 2 . 3
da(z) = dy|z— 5(3 +qo)z” + 6<11 +7q0 + 395 — jo)2° +
1
ﬁ(2 — 2qo — 15¢3 — 15g5 + 10qojo + 5j0 + s0)2* + O(2°) |, (3.19)
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pp(z) = 25+ ﬁ In(dy /Mpc) + In(z) + %(1 —qo)z —

1 .
ﬂ(7 — 10g0 — 9¢2 + 4j0)2* + O(2*) |. (3.20)

3.3 A parametrizacao: y-redshift

A metodologia adotada nesta se¢ao é baseada no artigo de Celine e Visser [29]. Re-

tornando a Eq.(3.3) juntamente com a Eq.(2.6) temos:

1 a(t) 1 2 N 3
= —2 =14+ Hy(t—ty) — =qoH (t—1 —JoHS(t —t
112 a + Ho(t — o) 1% o(t —to) T g0 ot —to)” +
1
ZSOHSL + O[(t — t0)°). (3.21)
A partir da equacgao acima, percebe-se que esta expansao de Taylor tem um pélo em z = —1,

isto corresponde ao instante (num tempo finito ou infinito) quando o universo expande-se
até volume infinito, a — o0o. Note que um valor negativo para z corresponde a a(t) > ao,
isto é, num universo em expansao z < 0 corresponde ao futuro. Uma vez que existe um pélo
explicito em z = —1, pela teoria de varidavel complexa padrao [52], verifica-se que o raio de
convergéncia é no maximo |z| = 1 de modo que esta série também falha em convergir para
z > 1, quando o Universo tinha menos da metade do seu tamanho atual.

Consequentemente, quando revertermos esta série de poténcias para obter o Lookback
Time T = (to —t) como fungao de z, ndo devemos esperar que a série convergisse para z > 1.
Por fim, quando escrita em termos de ag, Ho, qo, jo, So € uma expansao de série de poténcia
em z, nao se deve esperar que dy(z) convirja para z > 1.

Note que a matematica utilizada nesse resultado é que o raio de convergéncia de
uma série de poténcia ¢ a distancia para a singularidade mais préoxima no plano complexo,
enquanto a fisica relevante reside no fato que, por motivos fisicos, nao devemos esperar que
seja capaz de extrapolar para o futuro, a — oo, correspondendo a z = —1. Fisicamente,
devemos esperar que este argumento seja assegurado por qualquer quantidade observavel

quando expresso como uma fungao do redshift e expandindo em série de Taylor em torno
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Complex z plane

radius of convergence

Figura 3.1: Esboco qualitativo do comportamento do fator de escala e o raio convergéncia
da série de Taylor em z-redshift [29)].

de z = 0 - o raio de convergéncia da série de Taylor deve ser menor ou igual & unidade®. A
Fig.(3.1) ilustra o raio de convergéncia no plano complexo da expansao da série de Taylor
em termos de z. Por consequéncia, podemos concluir que os dados observacionais em relagao
dr(z) para z > 1 nao serd particularmente 1til na utilizagao de ag, Ho, qo, jo € So com a
versao tradicional usual da relacao Hubble.

Devido ao problema de convergéncia da série pra |z| > 1, foi proposta uma parame-

trizagao definida da seguinte forma [29]

oz
R

Yy (3.22)

que é chamada de y — redshift. Na verdade, a varidvel y introduzida acima tem algumas

propriedades muito elegantes:

z y
_ BN 3.23
Ty (3.23)

Y

30 raio de convergéncia pode realmente ser menor que a unidade, isto ocorre se alguma outra singularidade
no plano complexo z é mais proxima do que a quebra na previsibilidade associada com a tentativa de explicar
a(t) no “passado”, a — 0 é a singularidade.
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Complex y plane

¥

radius of convergence

Figura 3.2: Esboco qualitativo do comportamento do fator de escala e o raio convergéncia
da série de Taylor em y-redshift [29].

no passado (de um universo em expansao)
z € (0,00); y € (0,1), (3.24)
enquanto que no futuro
z € (—1,0); y € (—00,0). (3.25)
Dessa forma a Eq.(3.21) fica escrita como

1 1.

JiooHd + 0l 10)°). (3.26)

Esta expressao agora nao tem pdlos, entao revertendo a série do Lookback Time T = (to —t)
deve ser bem comportada como uma fungao T'(y). Agora podemos expressar dz(y), em uma
série de Taylor na variavel y, obtendo assim uma série de poténcia bem-comportada para

toda a evolucao do Universo, de hoje até o Big Bang. Portanto,

y=+1 <& Big Bang,
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o raio de convergeéncia é dado por |y| = 1, ent@o esta nova série converge para
lyl < L

Consequentemente, no futuro, em termos da variavel y temos problemas em y = —1, quando
o Universo tiver expandido duas vezes o tamanho atual. A Fig.(3.2) ilustra o comportamento
de a(y) no plano complexo.

Podemos observar que, trabalhar com a parametrizacao y ao invés de z, vai depender
do objetivo em estudo. Para nossa proposta, estamos interessados em dados em altos-z.
Portanto, a parametrizacao y é mais adequada, isto é, ela nos permite ir a um Universo mais
distante. Por exemplo, trabalharemos com uma amostra de galaxias que vai até o z = 1.84,
correspondendo a um y = 0.647. Este ponto estd dentro do raio de convergéncia para a
parametrizacao y e o mesmo nao aconteceria se utizarmos a variavel z.

A partir dessa nova parametrizagao e com alguns calculos bésicos a Eq.(3.10) é rees-
crita da forma

1 1 _
dr(y) = du y+§(3—QO)I92+6(11—5CIO+3Q§—]0)3/3+

1 _—
57 (50 = 260 + 2145 — 1545 + 10gojo — 7o + s0)y" + O(y") |, (3.27)

fica facil verificar que as equagdes (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) na nova parametrizacao

podem Ser expressas:

u
b
I
S8
=
~—~— /N /N
—_
|
<
~—  ~ =
o T e
w e
w
==
~— N~ =

Em termos dos parametros cosmograficos essas distancias podem ser reescritas da seguinte
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maneira [29]:

1 1 .
de(y) = duly+5(2- q)y* + —(23 — 14qo + 1243 — 4jo)y° +

24

1 . .
@(44 — 27q0 — 30¢5 — 30q5 + 20g0jo — 18jo + 2s0)y" + O(y°) |,  (3.32)
1 1 .
dp(y) = duly+5(1- Q0)y> + 52— 20+ 3¢ — jo)y® +
1 2 3 . . 4 5
Q(G —9¢3 — 15¢5 + 10gojo — 3jo + s0)y* + O(y°) |, (3.33)
1 2 1 2 :N\,3
daly) = du|y— 5(1 +q0)y” + 6(_1 +qo + 395 — Jo)y” +
1 o
ﬂ(66 +2q0 — 3¢5 — 15¢5 + 10q030 + jo + s0)y* + O(y°) |, (3.34)
1 1 .
do(y) = du [y — §q<)y2 + ﬂ(—l —2q0 + 12¢5 — 4j0)y> +
1
@(68 — qo + 6q5 — 30g5 + 20q0j0 — 2650 + 250)y* + O(3°) | . (3.35)

Ja equacdo da distancia médulo pup(y) fica

5
— 954 2
1o (y) 5+ 10

c 1 1 .
In (Fo) +Iny — 5((]0 =3y + ﬂ(” = 2q0 + 9¢5 — 4jo)y” +

1 o
— (11 — go + 2g3 — 105 + 8qojo — jo + 50)y> + O(y*)

50 . (3.36)

Quando o problema da convergéncia é resolvido, devemos nos preocupar sobre a
questao do truncamento da expansao. E claro que, com a expansao de ordens mais ele-

vadas, a aproximacao obtida seria mais precisa.

3.4 Cosmografia com o Parametro de Hubble

Outra série de bastante importancia no cenario cosmografico é a série de poténcia para
H(z) [27], definida a partir do uso de uma expansao de Taylor em torno de z = 0, ou seja

dH 1 ,d*H 1 .d*H
H(z) = Hy+ zﬁ + —z2ﬁ + —z3ﬁ

3.37
dz z=0 2 dZ2 2=0 6 dZ3 2=0 ( )
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Utilizando a relacao

dt 1
dz (1+2)H(2)’ (3:38)
temos
dH (2)
= (1 H, .
|0 (1 + g0)Ho, (3.39)
d*H (z) , )
22 |0 — (Jo — q9) Ho, (3.40)
d*H(z _ :
dzg ) o = (3q§ + 3(]8 - 3]0 — 4qu0 — SQ)HQ. (341)
Logo, substituindo as equagoes (3.39), (3.42) e (3.43) na Eq.(3.37), nos fornece
L.
H(Z) = Ho{l + (1 + qo)z + 5(](] — qg)ZQ +
1 .
6[qu’ + 3qp — jo(3 + 4q0) — s0]2° + } (3.42)

Se utilizarmos a nova parametrizacao dada neste capitulo (y — redshift) a equagao acima

resulta em

1 .
1+ (14 qo)y + =(6 4 6g0 — 2¢2 + 350)y* +

H(y) = Hoy 6

1 ) .

6(6 + 6¢0 — 3q5 + 3¢5 — 4qodo + 3o — s0)y” +

1 )

5 (24 200 + 365 — 4gojo — s0)y" + O(y") |- (3.43)

Os parametros desaceleracao, jerk e snap podem ser escritos em termos do parametro de Hub-

ble para um tempo qualquer, ou seja, com a Eq.(3.38) e algumas manipulagoes mateméticas,

obtemos
H
¢t) = —g5 1L (3.44)
, H
i) = 15 —30-2 (3.45)
s(t) = it 45+ 3q(¢ +4) + 6. (3.46)

De fato, espera-se que para cada modelo da série cosmografica, utilizando as equagoes acima,

e seguida de uma inversao, possibilite encontrar restri¢oes sobre estes parametros livres, uma
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vez que é conhecida a série cosmografica “experimentalmente”. No caso do Modelo ACDM,

os parametros sao definidos da seguinte forma

3

Q0 = §Qm—1, (3.47)

Jo = 1, (3.48)
9

so = 1= 5, (3.49)

a demostragao destas, se encontram no Apéndice A. Invertendo as equagoes (3.47) e (3.49) e

utilizando a Eq.(3.48), obtemos as relagoes

2 :

Qngoo = 5(% + Jo), (3.50)
2

Qmsy = 5(1—50). (3.51)

Vale salientar que a cosmografia pode ser estendida no ambito de um universo nao-homogéneo.
Um exemplo de espaco-tempo nao homogéneo é fornecido pela métrica Lemaitre-Tolman-
Bondi. Todavia, um sistema de auto consisténcia para cosmografia nao homogénea nao é,
até agora, completamente compreendido. Investigacoes cosmograficas nao homogéneas sao
extremamente importantes para medir possiveis saidas do universo homogéneo e isotrépico

padrao. No entanto, para nossos fins, nao tratamos o caso de cosmografia inomogénea.

3.5 Sumario

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes fundamentais da Cosmografia, introduzi-
mos os conceitos e as expansoes matematicas associadas a esta teoria partindo do Principio
Cosmolodgico, correspondentes a métrica de FLRW. No préximo capitulo, iremos discutir
os conceitos gerais sobre idades, teste de idades e o Lookback Time tedrico. Em seguida,
trataremos do Lookback Time cosmografico em funcao do z — redshift, da parametrizagao
y — redshift em termos dos parametros cosmograficos atuais e faremos a anélise estatistica

proposta nesta dissertacao.



Capitulo 4

Lookback Time e Analise Estatistica

A questao da idade do Universo constitui um dos problemas fundamentais da Cosmologia.
Visto que, para qualquer cenario cosmolégico, o Universo deve ter uma idade superior aos
objetos que o compoem. Tendo em maos alguns parametros cosmolédgicos, podemos calcular

a Idade do Universo ou o seu complemento, o Lookback Time, em funcao do redshift.

4.1 Idade e o Lookback Time Tedrico

Consideremos a equagao da densidade de energia do Universo para k arbitrario e todos

os constituintes do Universo

utilizando as equagoes (2.15), (2.17) e (2.18) obtemos a seguite relagao

p = pro (a%) o Pmo (aio) oL P €XD < /1 o 3[1 + w(2)]d[In(1 + z)]) , (4.2)

que pode ser reescrita na forma [50]

£~ 0,00 ( / a1+ ol + z>1) + (—) +Q, (—)

3y Qp( / ”123[1+w<z>]dun<1+z>]> + (—)+Q (—)] . (@3)

81G
onde as densidades de energia presente no constituinte z, a matéria nao-relativistica e a

p

radiacao sao respectivamente

3H2Q,

20 = —o 4 4.4
Pz0 Rye ( )

29
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3H§Qm
m) - ) 4:.5
Pmo Ry ( )
_ 3HEQ, (46)
pro = 8tG )

e po ¢ a densidade do Universo, na presente época.

Substituindo a Eq.(4.3) na Eq.(2.10) obtemos

H? + % = HZ|Q,exp </1+ 3[1 + w(2)]d[In(1 + z)]) + (ﬁ) B +

Qo

O, (aﬁo) _4] . (4.7)

Mais uma vez, fazendo outra substituicao da Eq.(2.10) na equagao acima, obtemos

H? = HZ|Q.exp (/HZ 3[1 + w(2)]d[In(1 + z)]) + (1 + 2)* +
1
Qn(1+2)° + (1 +2)" |, (4.8)
onde €, = —ﬁ. Podemos ir mais adiante com a Eq.(4.8), ou seja,
H(z;p)? = Quexp (/1+z 3[1 4+ w(z)]d[In(1 + z)]) F Q1+ 2)2 +
1
Qn (1 + 2)* + Q. (1 + 2)*,
H(z;p) = {Qx exp (/Hz 3[1 4+ w(2)]d[In(1 + z)]) + (1 + 2)* +
1
Qm(1+z)3+Qr(1+z)4} : (4.9)

onde, H(z;p) = H/H, representa o modelo tedrico, neste caso, mais conhecido como modelo
XCDM e p a quantidade de parametros incluidos neste cenario. Para um w = constante, a

equagao acima recai na forma
H(zp) = [l + 20 + Q1+ 2)” + Q1+ 2)° + (14 2)"]2. (4.10)

Podemos particularizar mais ainda o modelo considerando o caso em que w = —1, repre-

sentando assim a energia do vacuo ou, equivalente, uma constante cosmologica. Ou seja, a
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Eq.(4.10) fica

N |=

H(zp) = [Qn + U1+ 2)* + Qn(1 + 2)° + Q. (1 + 2)42, (4.11)

denominado modelo ACDM.

Com isto, podemos reescrever a Eq.(4.8) como

1da

T H .

a dt 0%<Za p)7
e, utilizando a transformacao,

1da 1 dz

B - 4.12

a dt (14 2)dt’ (4.12)
obtemos

dt 1
= (4.13)

dz  Hy(1+2)H(zp)

Integrando a equagao acima, obtemos a férmula para a idade do Universo em redshi ft z:

4 [T dz'
{z) = H; / (el et (4.14)

Assim, a idade do Universo é dada por:

[T dz
O e ) 419)

A Fig.(4.1) mostra o parametro de idade (Hoty) como fun¢ao do parametro da equacao de

estado (w = cte). Observe que para valores fixos do parametro de densidade €2,,, a equacao
acima implica que a idade prevista para o Universo decresce para valores maiores de w. De
maneira geral, o Lookback Time, que é a diferenca entre a idade total do Universo e a idade

deste para um z — redshift qualquer, e definido da forma

[ dz
LT (z;p) = H, /o AT HED) (4.16)

4.2 Lookback Time Cosmografico

Vimos no capitulo anterior, que a Cosmografia é um método utilizado em testes de

distancias e pode ser utilizado em testes de idade, objetivo principal deste trabalho. Na secao
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1.4 T T T T T T T T T

H,t,=2/3

06 L 1 L ] ) 1 L |

Figura 4.1: Parametro de idade como fungao de w para alguns valores de €2, [53].

acima apresentamos o Lookback Time teérico. O Lookback Time cosmografico em termos

dos parametros na presente época e em funcao do z — redshift e do y — redshi ft é dado por

1 1 1 .
LT, =(to—t) = o [Z - 5(2 +qo)2* + 6<6+ 6g0 + 345 — jo)2* +

1 .
5 (24 — 360 — 36¢5 — 15g5 + 10gojo +

1250 + s0)2* + O(2°) |, (4.17)

que utilizando a parametrizacao representada pala a Eq.(3.24) na equagao acima, obtemos

1 Qo o 1, 9 .\ 3
LT, = —|y—2 ~(3¢2 —
H, [y 2 Y +6( G~ Jo)y" +

1 .
ﬂ(—15qg + 10q0jo + so)y* + O(y5)] : (4.18)

A demonstra¢do matemadtica completa das equagoes (4.17) e (4.18) encontra-se no Apéndice
B. Vale salientar que estas equacoes sao independentes de modelos tedricos e descritas somente

em termos dos valores atuais cosmograficos.
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4.3 Analise Estatistica

Para obter o melhor ajuste do conjunto de parametros p, definimos a fun¢ao proba-

bilidade

L x exp[—xir(2;p)/2], (4.19)
onde X%, é dado por
2 [LTC - Ljﬂobs]2
— ) 4.20
XrLT Z O L Tops? ( )

i
O amet lh just dados sa 1 is X2, é mini

s parametros que melhor ajustam os dados sao aqueles para os quais xj, é minimo.
Aqui, or7es € 0 erro de cada medida da amostra observada e LT, estda representando o

Lookback Time cosmogréfico, ou seja, LT,(z) = (to — t).

4.4 Amostras Reais e Simuladas

Foi utilizada uma nova amostra de idade constituida por 32 galdxias distribuidas no
intervalo de redshift 0.11 < z < 1.84, como recentemente estudada na Ref.[54] [veja a
Fig.(4.2)]. A amostra total é constituida por 3 sub-classes: galdxias do campo do tipo early
[55, 56] (cujas idades foram obtidas utilizando os modelos SPEED da Ref.[57]); 20 galdxias
vermelhas do survey GDDS [58]; e duas radio galaxias LBDS 53W091 e LBDS 53W069
[59, 60].

Nessa nova analise, nés supomos que a idade do Universo observado é t3** = 13.740.2
Ganos [61, 62]. Na Fig.(4.2) esquerda e direita, mostramos, respectivamente, a amostra com
as idades originais e o LT como funcao do redshift para as 32 galdxias da Ref.[54].

Utilizamos também amostras de LT sintéticos via Monte Carlo (MC). Nestas amostras
simuladas consideramos o erro de distribuigdo observacional atual (o, = 10%) dos dados
de t(z), dado por Simon et al. (2005). Em seguida, utilizamos uma distribui¢ao normal
centrada em t(z;) previsto pelo modelo fiducial escolhido, ou seja, o modelo ACDM plano,
com 2, = 0.27 e Hy = 67.3 &+ 1.2km/s/Mpc obtido por Planck Collaboration et. al. em
2013 [31].

De acordo com alguns autores [54, 63], as futuras observagoes de galdxias serao capazes

de fornecer estimativas de idade com o; < 10%. Por isso, em nossas simulagoes, adotamos
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Figura 4.2: Esquerda: Os dados originais obtidos da Ref.[30]. Esta amostra corresponde a
32 galaxias velhas, distribuidas no intervalo de redshift 0.11 < z < 1.84, e inclui observagoes
do GDDS [58]; e dados arquivados [59] [60]. Direita: A amostra de dados do LT. Nés com-
binamos as medidas de idades de 32 galaxias com as estimativas de idade total do Universo,
teP* = 13,7 4+ 0.2 Ganos (10), como obtida a partir das medidas recentes da RCF [61] [62].

oy = 10%, e dividimos a nossa amostra em grupos de 100, 200, 500, 800, 1000, 1500 e 2000

pontos de dados uniformemente espacados no intervalo 0.1 < z < 1.5.

4.5 Sumario

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais da idade do Universo, o Lo-
okback Time e suas caracteristicas na Cosmologia Moderna com a dependéncia direta de um
modelo tedrico. Da mesma forma, apresentamos o Lookback Time cosmografico em funcao
do z — redshift e y — redshift e concluimos que este nao necessita de um modelo a prior:
para a descricao cinematica e dinamica do Universo e sim dos valores atuais de parametros

ja bastante conhecidos na literatura.



Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo, apresentaremos os nossos principais resultados e discussoes provenientes da

metodologia utilizada neste trabalho.

5.1 Resultados

A Fig.(5.1) esquerda mostra como o LT, se comporta para o intervalo 0 <y < 1. Os
valores dos parametros cosmograficos utilizados nesta analise sao os mesmos valores inferidos
pelo modelo ACDM, ou seja, gqg = —0.595, jo = 1 e s = —0.215. Aqui adotamos Hy =
67.3£1.2km/Mpc/s [31]. Note que, neste cenario, obtemos uma idade de ~ 17 Ganos o que
difere um pouco da idade encontrada na literatura utilizando o modelo ACDM plano, ~ 14.4
Ganos, para €2,, = 0.27 e Q, = 0.73. Isto talvez ocorra, por nao levarmos em conta todos
os termos da expansdo, truncamos na ordem 4. Podemos visualizar isto na Fig.(5.1) direita,
onde consideramos apenas trés termos fornecendo uma diferenca na idade de 1.5 Ganos a
mais para o Universo, (~ 18.5 Ganos) comparada com a de ordem 4. Porém, por se tratar de
uma expansao, considerar todos os termos da série de Taylor seria uma tarefa, analiticamente
e numericamente, bastante complexa.

Podemos fazer uma andlise comparativa entre o Lookback Time tedrico referente ao
modelo ACDM [Eq.(4.16)] com o Lookback Time cosmogréfico LT,(y), para a parametrizagao
y = z/(1+ 2) [Eq.(4.18)] no intervalo de 0 < z < 1 representando a metade do tamanho
do Universo!, como mostra a Fig.(5.1) esquerda. Note que, a curva do modelo cosmografico

estd bem préxima da curva do Lookback Time ACDM. Observe também, que essa diferenca

'E interessante frisar, que para z = 1, ndo temos a evolucdo completa do Universo.
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0 ‘ ‘ | ; 20 — 7

— Lookback Time cosmografico para variavel y - ordem 4 — Lookback Time cosmografico para variavel y - ordem 3

Figura 5.1: Esquerda: Lookback Time cosmografico do Universo em funcao da parame-
trizacao y — redshift até a quarta ordem. Direita: Para efeito comparativo ilustramos o
LT.(y) até a ordem 3. Perceba que, quando y = 1, temos a idade total do Universo.

comega a se tornar perceptivel para um z ~ 0.8, correspondendo a um y =~ 0.44. Com
base nisso, calcularmos o desvio relativo? entre LT, e LT \cpa para nos informar o quanto
diferencia um do outro neste intervalo, 0 < z < 1. A Fig.(5.2) nos fornece esse dado e
podemos notar que o cenario cosmografico estd com uma diferenca de =~ 2.5% do modelo
tedrico padrao em z = 1.

Mas o que torna essa analise mais interessante ¢ quando analisamos toda a evolugao do
Universo (Big Bang até hoje), que pode ser muito bem descrita, como ja vimos anteriormente,
pela parametrizagao do y — redshift varrendo o intervalo de 0 < y < 1. A Fig.(5.3) nos
mostra o desvio relativo entre LT,(y) e LT (y)acpm, onde a varidvel y varre todos os valores
no intervalo de zero a um, representando o tamanho total do Universo. Na Fig.(5.3) direita,
encontramos um desvio relativo de ~ 32% utilizando LT.(y) até terceira ordem, enquanto
que para a ordem quatro, obtemos um desvio relativo ~ 18%, veja a Fig.(5.3) esquerda.
Comprovando mais uma vez, que utilizando todos os termos possiveis da expansao, seria
possivel descrever satisfatoriamente toda a evolucao e dinamica do Universo em comparacao
com o modelo teérico ACDM.

Com posse do LT, (y) e utilizando a técnica estatisitica do x?,, inferimos os parametros

cosmogréficos, Hy, qo, jo € So, a partir de amostras observadas (32 galdxias) e simuladas de

LTrcpm—LTe

2Desvio relativo: A = ’ fopi—
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o
T
|
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A (desvio relativo)

~
T
1

0.010 -

Lookback Time

0.005 |-

0.000
0.

Figura 5.2: Direita: Comparagao entre do Lookback Time cosmografico e o Lookback Time
tedrico ACDM. Esquerdo: Desvio relativo entre LT, (paray = z/(1+2)) até a quarta ordem
e LT (2)acpam no intervalo 0 < z < 1 representando a metade do tamanho do Universo.

100, 200, 500, 800, 1000, 1500 e 2000 galaxias.

O parametro de quarta ordem, sg, foi ajustado fixando os valores dos parametros de
ordem menor para cada amostra. Note que, com estes valores nao temos bons resultados
para €, s, [Veja a Eq.(3.54)], ou seja, nao explica a aceleragao césmica. No entanto, o sinal
de qo, Jo € So, esta de acordo com o que preve as observacoes atuais, qo > —1, jo > 0 e 59 < 0,
[veja a discussao apresentada por Capozziello, [49]].

O parametro de densidade €2,, pode ser calculado invertendo os parametros cos-
mogréaficos, [equagoes (3.49), (3.50) e (3.51)]. Aqui ilustramos apenas os resultados para
Qg (coluna 6). Os valores de €2, 4, j, foram calculados somente para as duas ultimas
amostras, 1, 4,5, ~ 0.07. A Tab.(5.1), resume todos estes parametros cosmogéaficos.

Calculamos a idade do Universo para duas amostras sintéticas, (100 e 2000). Encon-
tramos que a idade do Universo para estes cenarios sao 12.3 Ganos e 14.4 Ganos, compativeis

com o modelo ACDM.
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025 ———————————— 035 —————————

Expangéo até ordem 4 ] r Expang&o até ordem 3
0.30 |-
0.20 - -

0.25 -

0.15 |- 020 |

010 L 0.15 -

A (desvio relativo)
A (desvio relativo)

0.10 |-

0.05 - r
0.05 -

0.00
0.0

0.00 . L
0.0 0.2

Figura 5.3: Desvio relativo entre o LT.(y) cosmografico e LT (y)acpr- Esquerda: LT.(y)
de ordem 4. Direita: LT.(y) de ordem 3. Note que a expansdo com mais termos, diferencia
menos do modelo usual.

Amostras  hg Qo Jo S0 Qg
320ps 0.5 -0.10 2.60 5.50 0.60
100 0.80 -0.60 0.00 -1.90 0.25
200 0.80 -0.60 0.10 -1.59 0.26
500 0.80 -0.69 0.30 -5.29 0.21
800 0.80 -0.69 0.30 -5.29 0.21
1000 0.80 -0.69 0.30 -5.59 0.21
1500 0.80 -0.79 0.90 -5.79 0.14
2000 0.80 -0.79 0.90 -5.50 0.14

Tabela 5.1: Parametros cosmograficos inferidos a partir de diferentes amostras.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foi investigada a possibilidade de encontrar limites sobre a cinematica do
Universo sem assumir qualquer modelo a priori. A filosofia basica por tras desta ideia é
expandir em série todas as quantidades fisicas sob exame em torno de z = 0. Em particular,
através da expansao de a(t) até a quarta ordem em ¢, encontramos limites para as derivadas de
a(t), calculados em z = 0. Isto fornece restrigdes sobre quantidades cineméticas tais como o,
Jo € So, discutido pioneiramente na referéncia [26] e extendida posteriormente nas referéncias
[28], [65]-[67]. Uma vez que este conjunto de parametros cosmografico é independente do
modelo, ele pode ser usado para impor limites sobre os parametros livres de um determinado
modelo.

A expansao de a(t) em série de Taylor diverge para valores de |z| > 1, induzindo ao
LT.(z), proveniente da inversao desta série, obter problemas para altos-z, fazendo com que
a andlise cosmografica, utilizando testes de idade para o estudo cinemaético e dinamico do
Universo, se torne problemética ou falha, ja que temos objetos observaveis no Universo com
redshift z > 1. Para a solugao deste problema, utilizamos a parametrizagao y = z/(1 + z)
[29] nos forncendo uma andlise completa de todos os valores possiveis de z, ou seja, 0 <
y <1l — 0< 2z < oo (correspondendo ao passado do Universo) aumentando o raio de
convergencia para z.

Dando continuidade a este trabalho, pretendemos futuramente:
e Encontrar os erros dos parametros livres inferidos do Lookback Time cosmografico;

e Fazer as mesmas andlises desta dissertacao, porém marginalizando sobre o parametro
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de Hubble H;

e Montar a figura de mérito (FoM) para as amostras cosmograficas do LT e verificar se

existem melhorias com o tamanho das mesmas.

e Uma analise estatistica mais elaborada a partir de amostras sintéticas para LT.(y).

Nestas, assumiremos um erro de distribuicao observacional de o; = 5% nos dados de

t(z).

Finalmente, queremos enfatizar que o método desenvolvido nesta dissertagao (LT;)

pode ser comparado para qualquer modelo cosmoldgico, nao somente para uma Cosmologia

usual - ACDM.



Apeéendice A

Demostracao dos Parametros Atuais

via Cosmografia Utilizando o Modelo
ACDM

Neste apéndice, apresentamos a demonstragao matematica dos parametros qg, jo € So em
termos do parametro densidade €2, utilizando o modelo ACDM. Iniciamos com as equagoes

(3.46), (3.47) e (3.48):

q(t) = —%—1, (A.1)
i) = - 3-2, (A2)
s(t) = %+4j+3q(q+4)+6, (A.3)

onde temos os parametros desaceleragao, jerk e snap, respectivamente, para um tempo

qualquer. Neste modelo, o parametro de Hubble pode ser descrito da seguinte forma

N

H(2) = Ho[Qm(1 + 2)* +1— Q2. (A.4)

Podemos calcular as equagoes (3.49), (3.50) e (3.51) utilizando a equag@o anterior. Para isso,

temos que deriva-la em relagao a z, ou seja,

dH (2) d

= Hy—[Qn(1+2)? +1— Q]2
dz Udz[ m(1+2)"+ ml?s
2
dH(z) _ 3HQy (1 + 2) (A5)
dz 2H(2)
Utilizando a relagao
dt 1

dz (14 2)H(2)
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conhecida na literatura como idade diferencial e manipulando a Eq.(A.5), nos fornece

dtdH(2)  3H§Qu(l+2)?

dz dt 2H(z) ’

b 3HIO(+2)

(1+2)H(2)H(> 2H(z) ’
By — w%921+@‘ a7

Substituindo as equagoes (A.4) e (A.7) na Eq.(A.1) e fazendo z = 0 (¢ = t¢), obtemos

_ 3HE O
2
S 1
4o Hg )
3

Derivando a Eq.(A.7) em relagdo a z, temos

dH (z) 3 . d 5
= —H:Q,., —I(1
dz 2 0 de[< +Z) ]7
dH (z) 9 0 2
7 5 HOQm( + z) (A 9)

Utilizando a Eq.(A.6) na Eq.(A.9), temos

1 dH(z) 9 _, )
(A +2)H(z) dt ~5HoSm(1+2)%
i) = g 20, H(2)(1+ 2)°. (A.10)

Para t = g, implica dezer que z = 0 e utilizando este valor na Eq.(A.2), nos dé

i

z=0

Jo

Logo, substituindo as equagoes (A.8) e (A.10) (para z = 0), nos fornece

9 3
o = =, — —Q,—1)] -2,
Jo 5 3 (2 )
Jjo = 1. (A.12)

Agora, derivamos a Eq.(A.10) em relagao a z:

de):gHﬁu+wﬁmmu+zﬁ+1—QM

D=

1, (A.13)
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onde substituimos Eq.(A.4) na Eq.(A.10). Com isso, obtemos

H 1

dz 2

%0.%@ﬂ9m0f%@3+1——er5%%41+zf}»

dH (z) 9 CH(2) 3 . Hy
= =-HQ 1 — 4+ =Q,,(1 . A.14
dz g Hothn | U2 ==+ 5 (4 2 s (A.14)
Utilizando a Eq.(A.6) na Eq.(A.14), nos da
L di) 9 | LH(2) | 3 5 H |
— = —H;Q) 1 — 4+ =, (1
(1 )H(z) dt o oSt |3(L 2] =2 4 Sl + 2] o
9 [ H(z) Hy |
= SHiQm |31+ 2)° —= + Qp(1+ 2)° . (A1
HG) = 5H0 30+ 0P okl (A1)
Para z = 0, a Eq.(A.3) resulta em
s _ + 450+ 3q0(qo +4) + 6 (A.16)
0= Tl Jo 4o\ 90 . .
Logo, substituindo as equagoes (A.8), (A.12) e (A.15) (z = 0), obtemos
9 3 3 3
— _ZQ SOl +41+3(20, —1) (20, —1+4
o = Do 3] eanes(Br) (Bon-res) wo
27 27 9 3
= o 22 vy (2-3)(243) +6
0= G- i (3-3) (5+3) o
27 27 27 27 9
Lo T . Sy W0 SRS SRS |
%0 R I i e N R
o= 10 (A7)
Invertendo as equagoes (A.8) e (A.17)
2
Qg = 3(1+a), (A.18)
2
sy = 51 =50, (A.19)
ou, utilizando a Eq.(A.12), encontramos
2 .
Qngojo = g(jo+q())- (A.20)



Apendice B

Demostracao Matematica do
Lookback time Cosmografico

Neste apéndice, apresentamos a demonstracao matematica do Lookback Time cosmografico
em termos dos parametros cosmoldgicos atuais e em funcao do z — redshift e y — redshift
respectivamente. Como ponto de partida, consideremos a relagao do redshift cosmologico

em termos do fator de escala da forma

p= 0, (B.1)

a(t)

onde a(t) pode ser escrito em termos de uma expansao de Taylor em torno de t = ¢, ou seja,

o) = Yo LD (B2)

n
t=t
n=0 0

que por sua vez, vimos no Cap.2 que este pode ser escrito em termos dos parametros atuais

de Hubble, desaceleracao, jerk e snap

1 1.
a(t) = Qg 1 + H()(t — to) — EQOHg(t — tg)Q + gjng(t — to)g +

1
Substituindo a Eq.(B.3) na Eq.(B.1), obtemos
1 2 o, L. 3 3
z = 1 +H0(t—t0) — EqOHO(t—to) + gjoHO(t—to) +
) -1
Esng(t —t)t+--| - L (B.4)
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Fazendo

1 1
v = Hy(t—t) — 5qoﬂg(zﬁ —t0)? + gjng(t —t0)® +

1
ESng(t — t0)4,
e lembrando que

(I+a)'=1—-a+a®—2®+2"+---,

que por sua vez, £ = v +w com v = al + bT? e w = cT® + dT*, onde

a = Hy,

b= —w,

c = éJOHS’,

d = 2—14$ng
e

T = (t—to),

podemos calcular

= (v+w)? =0+ 2uw + w?

> = a®T?+2abT? + V°T* + 2acT* + - -+ = a®T? + 2abT? + (b* + 2ac)T* + - - -
2 22 1 2\ 73 3y Lo\ u

xr = HOT + 2H0 _§q0H0 T + T -+ 2H0 — 6]0[’[0 T + .-

1
v? = HIT? — qoHZT? + E(3q8 + 450)HyT*

1 .
? = HZ(t—to)* — H3(t —to)® + E(3q§ +450) Hy (t — to)*,

= (v+w) = (v+w)i(v+uw)
* = [a*T? +2abT? + (b + 2ac)T* - - -(aT + bT? + cT? +dT* - - )
* = a*T? + T + 2a°0T* + - - = ®T? + 3a*0T* + - - -

1
* = HJT®+ 3H; <—§q0H§> T 4 - -

3
= HJ(t—ty)® — 5qOH()*(t —to)t 4

45
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(B.13)
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et =a'T  + - = HyT* + - (B.14)
entao,
z = 1— Hy(t—ty) + %qug(t —t0)? — éjOHS’(t —to) — 2—1450H3(t —to)* +
H2(t —t)? — qoHp(t — o) + %(3(13 + 4jo)Ha(t — to)* — H3(t — to)® +
gqoﬂg(t —to)t + Hy(t —to)* + - — 1

1 1 .
z = Hy(to—1t) + 5(2 +qo)H3(t —0—1)* + 6(6 + 640 + jo)Hiy (to — )* +

1
57 (24 + 3600 + 6g2 + 8jo — s0)Ha(tg — t)* + - - (B.15)

Podemos calcular o Lookback time a partir da equacao acima, utilizando o método de inversao

de série, ou seja,

z=el + fT% + gT* + hT*, (B.16)

T = az+ 2%+ vy25 + 6% (B.17)
Substituindo a Eq.(B.16) na Eq.(B.17), obtemos

T = aeT + fT? + gT? + hT*) + B(eT + fT* + gT° + hT*)? +

(T + fT% 4+ gT? + hT*) + 6(eT + fT* + gT° + hT*)*, (B.18)
com
e = H,, (B.19)
f= %(2 + qo) Hg, (B.20)
g - %(6+6q0+jo)H§, (B.21)
h = i(m + 36q0 + 6¢7 + 8jo — so) Hy (B.22)

e T =ty —t sendo o, 3, v e 0 constantes a ser determindadas. Fazendo u = eT + fT? e

t = gT® 4+ hT* e lembrando que

(u+1)? = *T? 4+ 2efT% + (f* + 2eg)T* + - --
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(u+t) =T +3e2fT* + - -

(u+t)t=e'T*+ - -
que substituidos na equagao Eq.(B.18), nos fornece
T = ael +afT?+agl?® + ahT* + Be*T? + 2BefT? +
B(f? + 2e9)T* + ve*T? + 3ve*bT* + 6e*T* + - -
ou

T = ael + (af + Be*)T? + (ag + 2Bef +ve*)T? +

(ah + Bf* + 2Beg + 3ve* f + det). (B.23)
Percebe-se que
ae =1,
af + Be? =0,

ag +2Bef +ve* =0,

ah + Bf? 4+ 2Beg + 3ye* f + de* = 0.

Com as equagoes acima, podemos encontrar as constantes «, 3, v e §, ou seja,

1
- B.24
o & (B.24)
2+ qo
- — B.25
3 T (B.25)
6 + 6qo + 3q2 — Jo
— B.26
5 o, , (B.26)
—24 — 36qy — 36q(2) — 15q§ + 10qo70 + 1270 + S0

5 —

51, (B.27)

que substituidos na Eq.(B.17), nos da

1 1 1
LT, =ty—t = —|2z—=(24+q)2* + =(6 + 6q0 + 3¢5 — jo)2* +
Hy|” ™ 2 6

1
ﬂ(—m — 36qo — 36q5 — 15¢5 + 10qoso + 1270 + s0)2*

+0(2°) (B.28)
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que é o Lookback Time cosmografico (LT.) em funcdo do z — redshift até a quarta ordem.
Podemos facilmente calcular o LT, cosmografico em funcao de y — redshift utilizando a

parametrizacao ja comentada no Cap.2

Y
11—y’
que substituida na Eq.(B.28) nos fornece
1 o1 2 o 1 2 .3 -3
LT, = i y(1—vy) —5(2—|—q0)y (1—1y) +6(6—|—6q0—|—3q0 —Jo)y(1—y) 7+
1 . ) _
57 (24 — 3640 — 3645 — 15g5 + 10400 + 120 + o)y (1 —y) ™" +
O(y°)|. (B.29)
Utilizando as expansoes
1—y)™ = 1+y+y*+9y*+---,
L=y = 1+2y+3y°+--+,
1=y = T+3y+--,
(1-)™ = 14,
temos,
1 2 3 1 2 2
LT, = gr|y@+y+y’+y°+ ) =@y’ (1+2 +3y" +--) +
1 .
(64 6a0 + 35 — jo)y* (1 +3y +---) +
1 ) .
57 (24 = 36q0 — 3645 — 15g5 + 10g0jo + 1250 + s0)y* + O(y°) |, (B.30)
ou
1 q 1 )
LT, = I [y - Eoyg + 6(3613 —Jjo)y’ +
1 3 , 1 5
57 (1540 + 10d0jo + s0)y* + O(y°) |, (B.31)

que é o Lookback Time cosmografico em funcao do y — redshift até a ordem 4.
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