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Resumo

Neste trabalho, propomos um modelo baseado nas estatisticas nao-gaussianas para
abordar as correlacoes estatisticas entre moléculas do DNA. O fundamento do modelo
estd associado as distribuicoes lei de poténcia que surgem dos formalismos de Tsallis e
Kaniadakis. A abordagem assume que o tamanho de uma molécula esta relacionada ao
numero de aminodcidos que pertencem a molécula. Assim, o modelo apresenta as seguintes
caracteristicas, a saber, g-distribuicao e k-distribuicao dos tamanhos de moléculas, e
as correlacoes estatisticas entre os aminoacidos. A viabilidade do modelo é confirmada
usando dados do National Center for Biotechnology Information (NCBI).

Palavras-chave: Proteina, Entropia, Tsallis, Kaniadakis.
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Abstract

In this work, we propose a model based on the non-gaussian statistics in order to
address the statistical correlations among DNA molecules. The fundament of model is
associated with powerlaw distributions which emerge from both Tsallis and Kaniadakis
framework. The approach assumes that the size of a molecule is related to the number of
aminoacid belonging to this one. Thus, the model presents the following characteristics,
namely, g-distributions and k-distributions of size of molecules, and statistical correlations
among aminoacids. The viability of our model is confirmed, by using data from the
National Center for Biotechnology Information (NCBI).

Keywords: Protein; Entropy; Tsallis; Kaniadakis.
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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Estatistica é o ramo que trata das propriedades de sistemas macroscépicos
constituido por um grande nimero de elementos. Esta propoe investigar as propriedades
microscopicas dos sistemas que descrevem as grandezas na escala macroscopica.

No século 19, o conceito de entropia foi formulado pelo fisico alemao Rodolf Clausius
(1822-1888) onde desempenha um papel fundamental na Mecanica Estatistica e na Termo-
dindmica. Somente quando o fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906) propos para
os principais mecanismos mecanicos uma relacao univoca entre a entropia de um sistema
e a probabilidade do estado do mesmo sistema, foi possivel obter uma caracteristica fisica
do sistema. Assim, Boltzmann relacionou a entropia do sistema com a sua probabilidade

de ocorrer, resultando na relacao

onde kg ¢é a constante de Boltzmann e W é o niimero de estados microscépicos acessiveis do
sistema. Porém, a equagao acima sé descreve um caso particular, onde as probabilidades
sao equiprovaveis. No caso geral, quando as probabilidades das particulas do sistema nao

sado iguais para todos os estados acessiveis, a expressao (1.1) pode ser descrita como

w
S =—kp Zpi In p; (1.2)
i=1

onde p; é a probabilidade do sistema encontrar-se no i-ésimo estado e W ¢é a quantidade
de estados acessiveis. Essa expressao ¢ denominada como a entropia de Shannon [1].

Embora a formulagao de Boltzmann fosse 1til para sistemas sem interacao ou com
interagoes de curto alcance, pesquisas tém mostrado a existéncia de outros sistemas de
comportamento totalmente discordante com a formulagao de Boltzmann.

O tratamento de sistemas fortemente correlacionados ou que apresentem interacoes
de longo alcance precisa ser feito através de estatisticas generalizadas, uma vez que
a estatistica proposta por Boltzmann-Gibbs é limitada e ndao compreende esse tipo de

sistema. Nos ultimos anos, houve um esforgo por parte de pesquisadores para tentar
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demonstrar que essas estatisticas generalizadas sao, realmente, adequadas para tratar
sistemas fora do equilibrio.

As mudancas propostas por essas estatisticas em relacao a estatistica de Boltzmann-
Gibbs estao relacionadas a forma da funcao distribuicao, que passaria de um compor-
tamento exponencial para uma lei de poténcia. Isso ocorre devido a generalizacao da
entropia. Existem vérios formalismos estatisticos generalizados, como os de Abe [2],
Renyi [3], Sharma-Mittal [4] nessa dissertagao porém, trataremos apenas dos formalismos
estatisticos de Kaniadakis [5] e Tsallis [6].

Em 1988, surge uma importante generalizacao da estatistica de Boltzmann que foi
proposta do Constantino Tsallis [6] inspirada em conceitos de estruturas multifractais.

Sendo que podemos expressar a entropia de Tsallis na forma
Sq = kplng W (1.3)

onde ¢ é o parametro de modificacao desse formalismo.
Em 2001, Kaniadakis [5] apresenta sua generalizagdo para a entropia de Boltzmann. A
estatistica de Kaniadakis tem como um dos seus pilares, o Principio de Interagao Cinética

(KIP). Assim, a expressao de Kaniadakis para a entropia pode ser escrita como
S, =kgln, W (1.4)

onde K é o parametro modificador de seu formalismo. Sua generalizacao surge de um
forma natural da teoria da relatividade restrita de Einstein [7,8].

As areas de aplicacao da Fisica Estatistica vem sendo ampliadas ao longo do século
passado, principalmente nos ultimos anos, permitindo o estudos de sistemas de alta
complexidade e interessasses para outros campos da ciéncia, tais como, a Cosmologia [9],
Astrofisica [10,11], Geofisica [12] e Biologia [13].

Nos tltimos anos, os dados genéticos para sequenciamento de DNA vem crescendo
rapidamente. Hoje temos a possibilidade de analisar a complexidade da estrutura do DNA
de vérios organismos. Usando os numerosos dados genéticos podemos demonstrar varios
graus de complexidade da sequéncia de DNA. Outro interessante aspecto da complexidade
genética é a observacao de correlacoes de longo alcance na estrutura do DNA.

Em 1992, Peng [14] conseguiu mostrar a existéncia de correlagao de longo alcance na
estrutura do DNA usando o modelo de DNA Walk. No mesmo ano, Li [15] e Voss [16]
usaram um espectro de frequéncia, para quantificar essa correlagoes em varios organismos.
Depois, uma variedade de métodos estatisticos como o modelo de caminhada de Levy [17],
método linguistico [18], aproximacgao por wavelet [19] e andlise de fractal [20,23] foram
utilizados para a estimar as correlagoes de longo alcance na estrutura do DNA.

Estruturamos os capitulos do nosso estudo do seguinte modo: no capitulo 2 abordamos

um breve descricao historica envolvendo o DNA e também mencionamos algumas da prin-
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cipais caracteristicas. No capitulo 3, abordamos brevemente os formalismos generalizados,
em particular, os formalismos de Tsallis e Kaniadakis e suas principais propriedades.
Em seguida, no capitulo 4, abordamos a distribuicao Maxwelliana e suas generalizagoes
usando os formalismos generalizados e apresentamos os principais resultados. Finalmente,

no capitulo 5, discutimos nossas principais conclusoes e perspectivas desse trabalho.



Capitulo 2

Molécula da vida: uma breve revisao

2.1 Introducao

Nenhuma outra descoberta dos tempos atuais permitiu a tantos pesquisadores a se
dedicarem ao mesmo assunto quanto a descoberta da estrutura tridimensional da molécula
do DNA. Atualmente, o estudo dessa molécula é relevante, trazendo beneficios significa-
tivos em areas como: a fisica, biomédica, engenharia genética, agricultura e entre outras.

Nesse capitulo, veremos que o desvendamento da estrutura do DNA foi um processo
que levou aproximadamente um século e discutirmos brevemente sobre o processo de

desvendamento da estrutura do DNA e algumas das suas principais caracteristicas.

2.2 Histéoria do DNA

A historia da DNA teve inicio no século 19 com o bioquimico suico, Friedrich Miescher
(1844-1895), com um estudo de pus em curativos fornecidos por um hospital local, des-
cobriu a presenca de um composto acido que até o momento era desconhecido. Esse
composto que era formado por moléculas grandes e rico em fésforo e nitrogeénio, foi
denominado como “nucleina”.

Em 1880, o médico alemao Albrecht Kossel (1853-1927), demonstrou que a nucleina
continha base nitrogenada na sua estrutura, assim, explicando o fato da nucleina ser
rica em nitrogénio. Um ano depois, foi mostrado que a nucleina sé era encontrado nos
cromossomos, pelo botanico alemao Edward Zacharias (1852-1911). Nove anos depois, o
médico Richard Altmann (1852 — 1900) obteve a nucleina com um alto grau de pureza,
comprovando a sua natureza acida, entao, propos a mudanca do nome do composto de
nucleina para acido nucleico.

Em 1928, o médico britanico Frederick Griffith (1881-1941), entao estudava o agente
bacteriano da pneumonia, o Pneumococcus, notou que havia duas cepas!, designadas de
como sao observadas sob o microscépio. Essas cepas nao diferenciavam sé visualmente,
mas também em sua viruléncia. Entao notou-se que a cepa inofensiva (ndo virulenta) em

contato com uma cepa infecciosa, adquire a propriedade de contaminacao. Esse fenomeno

1Cepas em biologia e genética, refere-se a um grupo de descendentes com um ancestral comum que
compartilham semelhancas morfoldgicas ou fisioldgicas.
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passou a ser chamando de Principio Genético de Transformacdo. Na década de 1930,
o bioquimico russo Phoebus Levene (1869-1940), mostrou que o DNA ¢ uma molécula
constituida por varias bases quimicas distintas: adenina (A), guanina (G), timina (T),
citosina (C), um grupo de fosfato e uma desoxirribose. Somente, depois de 21 anos, o
bioquimico Erwin Chargaff (1905-2002), usando uma técnica de cromatografia em papel
estimou as quantidades relativas aos pares de bases de adenina e timina na molécula de
DNA eram iguais e 0 mesmo acontecia em relacao ao par de citocina e guanina.

Em 1944, o bioquimico Oswald Avery (1877-1955) reproduz o experimento realizado
por Griffith afim de caracterizar o agente do Principio Genético de Transformagao. De
uma forma satisfatéria, Avery decompos os componentes bioquimicos do agente bacteriano
e conseguiu mostrar que o DNA era o principio transformador proposto por Griffith.

Em 1952, o microbiologista Alfred Hershey (1908-1997) e a genetista Martha Chase
(1927-2003) apresentaram uma segunda prova que reafirma o DNA como o material
genético. Hershey e Chase executaram experimentos com um virus infectante, o bac-
teridfago T2, no intuito de mostrar que ao infectar uma bactéria com o DNA viral, o
sistema bacteriano reproduziria o virus. Entao usando radioisétopos para acompanhar
os componentes moleculares do bacteriéfago, o DNA viral entra na célula hospedeira e
orienta a sua reproducao, assim, proporcionando a evidéncia que DNA era a molécula
responsavel pela perpetuacao genética.

Na década de 1950, deu-se inicio a uma corrida para determinar a forma estrutural
do DNA. O quimico Linus Pauling (1901-1994) prop6s um modelo para o DNA com trés
cadeias, com uma estrutura de acucar-fosfato, onde os fosfatos eram mantidos ligados por
pontes de hidrogénio. Mas o modelo de Pauling mostrou-se ineficaz, visto que necessitaria
de um meio dcido que nao é encontrado nas células.

Entre 1950 e 1953, a biofisica Rosalind Franklin (1920-1958) e o fisico Maurice Wilkins
(1916-2004) iniciaram os estudos de geometria da molécula do DNA através do raio X.

Seu trabalho confirmou que o DNA possui uma estrutura helicoidal.
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Figura 2.1: Fotografia da difragdo de raio X, obtida por Rosalind Franklin, usando a forma B
de DNA [21].

Em 1953, o fisico Francis Crick (1916-2004) e o bidlogo James Watson (1928) apresen-
taram um modelo compativel com a analise da composicao quimica de bases de amostra
hidrolisadas de DNA proposta por Chargaff e os estudos de DNA por difracao de raio X
obtidos por Franklin e Wilkins. A estrutura do modelo de Watson e Crick é constituido

por dois filamentos de agicar-fosfato em hélice girando para a direita.

Figura 2.2: James Watson, Francis Crick, Maurice Wilkins e Rosalind Franklin [21].

No ano de 1958, os bioquimicos Franklin Stahl (1929) e Matthew Meselson (1930) cria-
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ram um experimento que demostrava que a replicagao do DNA ¢é feita por um mecanismo
semiconservativo, o que representa o fenomeno da reproducao da molécula de DNA, em
que uma das moléculas recém-formadas conserva uma das cadeias da molécula original de
DNA e um filamento recém-sintetizando. Onde esse mecanismo pode ser comparado com

um abrir de ziper.

2.3 Acidos Nucleicos

O DNA e RNA sao macromoléculas organicas que possuem estruturas muitos similares.
Ambos sao grandes polimeros? com longas cadeias principais de residuos alternados de
um fosfato e cinco agucares de carbono. Preso a cada residuo de aglicar se encontra uma
base nitrogenada. O acucar encontrado no DNA é denominado como uma desoxirribose,
enquanto no RNA, é chamado de ribose.

Os acidos nucleicos sao identificados pela suas sequéncias de bases. Quatro tipos
de bases sao comumente encontrados no DNA: adenina (A), citosina (C), guanina (QG)
e timina (T). O RNA também apresenta quatro tipos principais de bases, trés deles,
sdo as mesmas encontradas no DNA, mas a timina é substituida pela a uracila (U). A
adenina e a guanina possuem uma estrutura de dois anéis interligados, sendo chamando

purinas. Enquanto, a citosina, timina e uracila possuem um anel simples, denominado de

pirimidinas
NH, 0
H
N N N i
¢ {1
— -
i N ) N N )\ NH,
/ {
H H
Adenina (A) Guanina (G)
0 NH; 0
H H
H3C
3 | N/' | Y IL)‘\NX
N
H H H
Timina (T) Citosina (C) Uracila (U)

Figura 2.3: As bases nitrogenadas dos acidos nucleicos [22].

Um gene é uma parte de uma determinada molécula de DNA, que serve como modelo

para fazer uma molécula de RNA funcionalmente importante. Em organismos menos

2Polimeros sdo macromoléculas formadas a partir de unidades estruturais menores.
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complexos, como as bactérias, o DNA é condensado com genes. KEm eucariotos, as
pequenas moléculas de DNA das mitocondrias ou cloroplastos contém poucos genes.
Contudo, o nicleo muitas vezes contém milhares de genes, e eucariotos complexos normal-
mente apresentam dezenas de milhares. Todavia, muito do DNA consiste em sequéncias
repetidas, cujas funcoes nao sao facilmente identificadas. Parte das sequéncias de DNA
repetitivas mantém funcgoes cromossomicas essenciais, mas também existem varias copias
imperfeitas de genes funcionais.

Existem varios tipos distintos de moléculas de RNA, mas eles podem ser divididos
em duas classes principais. Em uma classe, cada molécula de RNA contém um sequéncia
de RNA codificante que pode ser decodificado para gerar uma sequéncia polipeptidica
correspondente. Como esta classe de RNA carrega informagao genética do DNA para a
maquinaria de sintese proteica, ela é descrita como RNA mensageiro, mRNA. O RNA
mensageiro, mRNA, produzido no ntcleo precisa ser exportado para ser utilizado para
a produgao de proteinas, mas o mRNA sintetizado na mitocondrias e nos cloroplastos
é utilizado para fabricar proteinas no interior dessas organelas. A expressao da maioria
do genes ¢ dedicada a producao de polipeptideos e, assim, as proteinas representam o
principal objetivo funcional de informacao armazenada no DNA.

O fluxo de informacao genética normalmente ocorre em sentido unico: o DNA §é
transcrito para a producao de RNA, e entao o RNA ¢ utilizado para a producao de poli-
peptideos que subsequentemente formam as proteinas. Em funcao desse universalidade,
esta sequéncia de transmissao da informacao genética foi descrita como o dogma central

da biologia molecular. Dois processos sao essenciais em todos os organismos celulares:

3

e Transcricao, pela qual o DNA ¢é utilizado por um RNA-polimerase® como molde

para sintetizar um dentre varios tipos diferente de RNA.

e Traducao, pela qual o mRNA é decodificado para produzir polipeptideos nos ribosso-
mos, os quais sao grandes complexos de RNA-proteinas encontrados no citoplasma,

bem como em mitocondrias e cloroplastos.

A informagao genética é codificada em uma sequéncia linear de nucleotideos do DNA
e decodificada em grupos de trés nucleétidos por vez para gerar uma sequencia linear de
nucleotideos no RNA. Essa sequencia é entao decodificada em grupos de trés nucleotideos,
coddons, para gerar uma sequencia linear de aminoacidos no produto polipeptidos.

As proteinas sao compostas por um ou mais polipeptideos que podem ser modificados
pela adicao de cadeias laterais de carboidratos ou outros grupos quimicos. Assim como
o DNA e o RNA, polipeptideos sao polimeros constituidos por uma sequéncia linear de

unidades repetidas. A unidade basica de repeticao é denominada como aminoéacido.

3 As RNAs polimerases sdo enzimas responsaveis pela sintese de RNA a partir de sequéncias de DNA ou
RNA, sendo, portanto, classificadas em RNA polimerase dependente de DNA ou RNA, respectivamente.
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2.3.1 Estrutura dos Acidos Nucleicos

As moléculas de DNA e RNA apresentam cadeias principais lineares, compostas por
moléculas de acticares e fosfato. As moléculas de acicar sdo unidas por ligacoes de 3,
5 -fosfodiéster?, nas quais um grupo de fosfato se conecta com o carbono 3" de um agticar

/ 7’ . 7 . ’
ao carbono 5 do préximo agicar na cadeia agucar-fosfato.

Timina
Adenina

5' termipal o .
oy’ - NH2"" 3' terminal
OH

Esqueleto de »p oubN \74’;
fosfato- °?’\o H )——S—ﬁ
-desoxiribose R -
o)
\<o 4
o_
0==p/) M 0\7<=°
/ N i o
7 o ( LN
N N"”( T o
NH2
oh N
3'terminal Citosina ({
Guanina 5' terminal

Figura 2.4: Estrutura antiparalela da dupla-hélice do DNA [22].

Em funcao do pareamento de bases, a composicao de bases do DNA nao é aleatoria:
a quantidade de A equivale a de T, e a quantidade de G equivale a de C. A composicao
de bases de DNA pode, portanto, ser especificada pela estimativa de porcentagem de GC
(= porcentagem de G + porcentagem C) em sua composigao, onde essa propriedade é
conhecida como regra de Chargaff [24].

O DNA pode adotar diferentes tipos de estrutural helicoidal. A maior parte do DNA
adota a forma B, ou seja, uma hélice com giro para direita que apresenta 10 pares de

bases por giro. As formas mais raras sao do DNA A, onde possui uma hélice com giro

4Uma ligacao fosfodiéster é um tipo de ligacdo covalente que é produzida entre dois grupos hidroxila
(-OH) de um grupo fosfato e duas hidroxilas de outras duas moléculas através de uma dupla ligacao
éster.
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para a direita apresentado 11 pares de bases por giro e o DNA Z, possuindo um hélice

com giro para a esquerda com 12 pares de bases por giro.

Figura 2.5: Estrutura do DNA A, DNA B e DNA Z [22].

2.3.2 Transcricao do RNA

A informacao nao é transferida diretamente do DNA para a proteinas, pois em uma
célula eucariotica, o DNA esta no niicleo, enquanto a proteina é sintetizada no citoplasma.
A transferéncia da informacao do gene utiliza o RNA, como intermediario, para sintetizar
proteina.

Existem trés RNA polimerases diferentes; apenas a RNA polimerase II transcreve
mRNA. A RNA polimerase II nao se liga diretamente ao DNA promotor, mas sim a
fatores gerais de transcricao, um dos quais reconhece a sequéncia TATA na maioria dos
promotores eucarioticos. A RNA polimerase II é uma molécula muito mais extensa e
contém varias subunidades que funcionam nao s6 para alongar o RNA transcrito primario,
mas também para coordenar os amplos eventos de processamento que sao necessarios
para produzir o mRNA final. Esses eventos de processamento sao revestimento em 5,
remocao de introns e uniao de éxons pelos spliceossimos, e clivagem em 3’ seguida de
poliadenilacao. Parte do cerne da RNA polimerase II, o dominio da cauda carboxilica, é
idealmente posicionado para interagir com o RNA nascente a medida que ele emerge da
polimerase. A RNA polimerase I coordena os varios eventos de sintese e processamento
do RNA.
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2.3.3 Tradugao do RNA

A traducao da informagao codifica a sequéncia de nucleotideos de um mRNA na
sequencia de aminoacidos de uma proteina. Elas sao enzimas responsaveis pelo meta-
bolismo celular, incluindo a sintese de DNA e RNA, e sao fatores reguladores necessarios
para a expressao do programa genético.

Os principais componentes da traducao sao as trés classes de RNA: tRNA, mRNA,
rRNA. A precisao da tradugao depende da ligagao enzimatica de uma aminoacido com:
seu tRNA cognato, gerando uma molécula de tRNA carregada. Como adaptadores, os
tRNA sao moléculas-chave na traducao. Em contraste, o grande ribossomos é a fabrica
onde o mRNA, tRNA carregados e outros fatores proteicos juntam-se para a sintese de
proteinas.

A principal decisao na traducao é onde inicid-la. Nos procariontes, o complexo de
iniciagao é montado no mRNA na sequéncia de Shine-Dalgarno [25]. O complexo de
iniciacao em eucariontes é montado na estrutura cap 5 do mRNA e move-se na direcao
3" até o codon de inicio seja reconhecido. A fase mais longa da tradugao é o ciclo de
alongamento. Nessa fase, o ribossomo move-se ao longo do mRNA, revelando o cdédon
seguinte que ira interagir com seu tRNA carregado cognato, de modo que os tRNA
carregados com aminoacidos podem ser adicionados a cadeia polipeptidica crescente. Esse
ciclo continua até que seja encontrado um cédon de fim. Os fatores de liberagao facilitam

o término da tradugao.
2.3.4 Codigo Genético

O codigo genético é um cddigo de trincas, havendo quatro bases possiveis para ocupar
uma das trés posicoes em um coédon. Exitem, 4> = 64 céddons possiveis, o que é mais
que suficiente para codificar os 20 principais tipos de aminoacidos. O cédigo genético é
degenerado porque, em média, cada aminoacido é especificado por cerca de trés codons
diferentes. Alguns aminoacidos chegam a ser especificados por até seis cédons, enquanto
outros s@o menos representados, ver tabela (2.1). A degeneracao do cédigo genético

geralmente envolve a terceira base do codon.
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Cédons | A.A. | Cédons | A.A. | Cédons | A.A. | Codons | A.A.
uuu UCU UAU UGU
uucC F uccC UAC Y UGC ¢
UUA UCA > UAA Fi UGA | Fim
UuG UCG UAG UGG W
CuuU L CCU CAU - CGU
CucC CCC p CAC CGC R
CUA CCA CAA CGA
CUG CCG CAG « CGG
AUU ACU AAU N AGU S
AUC I ACC T AAC AGC
AUA ACA AAA AGA
AUG M ACG AAG K AGG R
GUU GCU GAU D GGU
GUC GCC GAC GGC
GUA v GCA A GAA GGA ¢
GUG GCG GAG E GGG

Tabela 2.1: O cédigo genético designa os aminodcidos (A.A.) especificados por cada cédon.

Embora mais de 60 cédons possam especificar um aminoacido, o nimero de diferentes
moléculas citoplasmaticas de tRNA é um tanto menor e apenas 22 tipos de tRNA mito-
condrial sao produzidos. A interpretacao para a existéncia de mais de 60 codons e um
nimero muito menor de tRNAs é possivel pois o pareamento de bases no RNA é mais
flexivel do que no DNA. O pareamento de cédons e anticodons segue a regra normal A-U
e G-C para as duas primeiras posigoes do codons. Entretanto, na terceira posicao existe

uma certa flexibilidade, e o pareamento de bases G-U é permitido.



Capitulo 3

Formalismo estatistico generalizado

3.1 Introducgao

O tratamento de sistemas fortemente correlacionados ou que apresentem interagoes
de longo alcance precisa ser feito através de estatisticas generalizadas, uma vez que
a estatistica proposta por Boltzmann-Gibbs é limitada e nao compreende esse tipo de
sistema. Nos ultimos anos, houve um esfor¢o por parte de pesquisadores para tentar
demonstrar que essas estatisticas generalizadas sao, realmente, adequadas para tratar
sistemas fora do equilibrio.

As mudancas propostas por essas estatisticas em relacao a estatistica de Boltzmann-
Gibbs estao relacionadas a forma da funcao distribuicao, que passaria de um compor-
tamento exponencial para uma lei de poténcia. Isso ocorre devido a generalizacao da
entropia. Existem vérios formalismos estatisticos generalizados, como os de Abe [2],
Renyi [3], Sharma-Mittal [4] nesse trabalho porém, trataremos apenas dos formalismos
estatisticos de Kaniadakis e Tsallis.

Nesse capitulo, vamos discutir brevemente as principais caracteristicas das estatisticas

generalizadas de Kaniadakis [5] e Tsallis [6].

3.2 Formalismo estatistico de Kaniadakis

Em 2001, Kaniadakis [5] sugere uma generalizacao para a estatistica de Boltzmann-
Gibbs que tem como base o principio denominado de Principio da Interacao Cinética
(KIP)!, onde descreve o movimento das particulas e impoe um forma para a entropia do
sistema.

O formalismo de Kaniadakis esta baseado na entropia generalizada,

S, = —k;B/f(”’") M;Hf(x) iy = —k:B/f(x) In,. [ f(x)]dz (3.1)

ou forma discreta,

10 KIP (Kinetical Interation Principle) define uma interacio coletiva especial que poder ser muito
util para descrever dindmica de muitos corpos.

13
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(3.2)

(3.3)

onde kg é a constante de Boltzmann, f e p sao funcoes distribuicao de probabilidade

para o caso continuo e discreto, receptivamente. No limite, quando x — 0, S, resgata a

entropia de Boltzmann-Gibbs.

N
So=—kp Y _piln(p;)
i=1

(3.4)

A entropia S, é a Unica que existe, concava, aditiva, extensiva, ao lado da entropia de

Boltzmann-Gibbs.

A funcao logaritmo da equagao (3.2) é uma fungao generalizada, conhecida como k-

logaritmo, cuja a expressao é dada por

In,(z) =
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20 /
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Figura 3.1: A funcao k-logaritmo com valores tipicos para k.

A k-logaritmo é uma fungdo monotonicamente crescente e concava para x € (—1,1)
I 2 : .
sendo dz_,;(:c) >0e? ldzz(m) < 0 e satisfaz a relacao

In,(z) = In_.(2) (3.6)

No limite k — 0 a funcao k-logaritmo reduz-se para o logaritmo padrao.
A distribuicao generalizada de Kaniadakis é baseada em uma funcao exponencial

generalizada, chamada de k-exponencial, sendo a funcao inversa da k-logaritmo, definida
como

1

exp,(z) = [V/1+ (kx)? + Kx]*

(3.7)

A k-exponencial é uma funcao real monotonicamente crescente e concava, e obedece
a relacao

exp,(z) = exp_(x) (3:8)

Consequentemente, quando x — 0 a k-exponencial recai na exponencial padrao.

15
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Figura 3.2: A entropia k-exponencial com valor tipicos para k.

3.3 A m—Algebra

Nessa secao vamos discutir algumas propriedade desenvolvidas a partir do formalismo
estatistico de Kaniadakis. Para isso, precisamos considerar um fungao real g.(z), para
uma variavel x, que podemos chamar de gerador de deformagao, utilizando as seguintes

propriedades
L gu(z) €R;
2. gu(=) = —gx();
3. 4l >
4. gu(Fo0) = Fo0;

5. gx(x) =~ z, para x — 0.

Vamos construir uma funcao real x,, para a variavel real x e dependente do parametro

real k. A funcdo z, é definida de maneira arbitraria como
1 .
x, = —arcsinh[g,(kz)) (3.9)
K

A funcdo x, apresenta todas as propriedades da fungao geradora g, (k) e possui algumas

outras adicionais

1. z, € R;
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2. (—x)x = —mx;

3. =) 5,

4. (£00), = +o0;

5. x, ~ x, para x — 0 e portanto 0,, = 0;
6. ., ~ x, para Kk — 0 e portanto zy = x;

7. T ) = Tp

Assim podemos definir " como a fungao inversa para z,, através de (z"),, = (z4)" = =,

que assume a forma
K 1 —17.s
" = —g,. [sinh(kx)] (3.10)
K

3.3.1 O k-Produto

O k-produto é definido como
xéy:x,{-y,{ (3.11)

0
O k-produto reduz-se para o produto ordinario quando x — 0, isto é, x ® y = xy.

1. O k-produto obedece a lei da associatividade

(xé)y)éz:xé(yé)z) (3.12)
2. Possul um elemento neutro
r@l=I®z=21 (3.13)

sendo o elemento neutro I = 17

3. Também apresenta um elemento inverso
r@r=1®r=1 (3.14)

o elemento inverso é definido como z = (=-)"
K

4. O k-produto é comutativo

(z®y)=(y®) (3.15)
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5. A k-divisao é é definida como

6. E associativo sob a aplicacao da k-exponencial
exp, (@ + ) = exp, () & exp, (y)
7. Aditivo sob o k-logaritmo
In, (z ® y) = In.(z) + In,(y)

3.3.2 A k-Soma

A k-soma ¢é definida como

xéy:x\/l—ir(/ﬁy)2+y\/1+(mc)2:x,ﬁ—yn

0
A k-soma reduz-se para a soma ordindria quando k — 0, isto é, t Dy = x + ¥.

A k-soma possui as seguintes propriedades:

1. A k-soma obedece a lei da associatividade

KR K K

Oy Ez=2®(yd2)

2. Apresenta um elemento neutro

4. A k-soma é comutativa

5. A k-diferenca 5 ¢é definida como

Oy =16 (-y)

18

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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A k-soma surge naturalmente de um efeito relativistico e podemos utilizar a teoria da
relatividade restrita de Einstein para mostrar a motivagao para generalizar a estatistica
de Maxwell-Boltzmann. De fato, a generalizacao segue do teorema da adicao relativistica
de velocidades [7, 8]

¢ V1 + V2

V1 D vy = T % (325)

Neste contexto, o calculo deformado pelo parametro x se torna a base matemaética para
a estatistica de Kaniadakis.

Recentemente, o conceito da entropia de Kaniadakis foi ampliado para o contexto de
sistemas complexos. A k-entropia foi aplicada em sistemas complexos ¢ DNA [26], bem
como no dominio da fisica nuclear [27]. O modelo estatistico baseado na maximizagao da

r-entropia segue de

655 = ¢ (sﬁ +a) P@)+pY :L'P(:c)) (3.26)

onde « e 3 sao os multiplicadores de Lagrange e a k-entropia é definida como

1
11—k

1 1
Sy = —— P(x)'tr —
2K {1—1—5 (@)

P(x)l‘”] (3.27)

Aqui, os vinculos s@o a normalizacao da distribuicao e o valor médio da variavel aleatéria
z, dada por [28]

Y Ple)y=1 e > xPx)=(x) (3.28)

Na proxima segao, introduziremos outra estatistica nao-gaussiana, a chamada es-
tatistica de Tsallis. De fato, a revisao de ambas estatisticas objetiva contextualizar tais

modelos, pois usaremos estas num problema de distribuicao de comprimentos do DNA.

3.4 Formalismo estatistico de Tsallis

O conceito de entropia proposto por Tsallis [6] em 1998 fornece um generalizagao
da entropia proposta por Boltzmann-Gibbs. Esta formulacao tem como ponto de par-
tida o conceito e estrutura de multifractal®> que é associada com um parametro livre ¢

descrevendo o comportamento generalizado.

2Um sistema multifractal é uma generalizacdo de um sistema fractal em que um tnico expoente
(dimensao fractal) nao é suficiente para descrever sua estrutura.
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A entropia no formalismo de Tsallis é definida como

1— ZW pq W
Sq =k (q_—1> =—kp > png(p;).  (G€R) (3.29)
=1

Com a condi¢ao de normalizagao,

w
d pi=1 (3.30)
=1

onde kp é a constante de Boltzmann, W &€ N é o numero de total de configuragoes
possiveis, p; é fungao distribuigao de probabilidade. A entropia dada pela equagao (3.29)
é dita nao-aditiva, sendo a base da mecanica estatistica nao-extensiva.

No limite de ¢ — 1 a equagao (3.29) se reduz para a entropia padrao de Boltzmann-

Gibbs,
w
S1=—kg Zpi In(p;) (3.31)
i=1

No caso equiprovavel, onde as probabilidades sao iguais, temos p; = % (Vi), a equagao

(3.29) pode ser escrita na seguinte forma
Sy = kpln,(W). (3.32)

Na figura (3.3), mostramos a g-entropia em fun¢ao do nimero de estados acessiveis para

valores selecionados do parametro entrépico q.
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Figura 3.3: A entropia Sy(), no caso equiprovével, como uma fungao do niimero de estado W

péra valores tipicos de g [29].

A entropia proposta por Tsallis, nao obedece o principio de aditividade da entropia
padrao. Se consideramos um sistema composto por dois subsistemas (A4) e (B) a entropia

de Tsallis para esse sistema composto é definida como

Sy(A+B) _ 54(A) | 54(B) Sq(A) 54(B)

= 1— .
- T R (3.3)
mostrando a propriedade da nao-aditividade explicitamente no termo cruzado,

S.,(A) S, (B

(1-q) ol4) 5,(B) (3.34)
kg kg

Quando o ¢ — 1 recuperamos a propriedade de aditividade.
S1(A+ B) = S51(A) + S1(B) (3.35)

No caso em que ¢ < 1

S.(A+B) > Si(A+ B), (3.36)
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o sistema ¢é dito super-aditivo. Ja para ¢ > 1,
Sq(A+ B) < S1(A+ B) (3.37)

o sistema é sub-aditivo.

O formalismo generalizado de Tsallis tem como base duas funcoes generalizadas,
chamadas de g¢-logaritmo e g¢-exponencial, respectivamente. Essas fungoes tém uma
relevancia dentro de toda a teoria. Sendo o g-logaritmo definido como

xl71—1

In,(z) = . (Vg,z > 0) (3.38)

A fungao g-exponencial, sendo a funcao inversa da g-logaritmo, é definida como,

1

exp,(7) = [1+ (1 —q)a]T. (3.39)

Na figura 3.4, mostramos a funcao g-exponencial para alguns valores do parametro gq.

20

/ /
d

1.0

exp,(X)

0.5 /
/ —q=0

JRE— q =
0.0 . . . . . —d 2
15 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.4: A funcao g¢-exponencial com valores tipicos para g. No limite z — 0, isto é,
eg ~z + 1(¥q). [29]
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3.5 A q-Algebra

Nessa secao discutiremos algumas propriedades da algebra desenvolvida a partir do
formalismo estatistico de Tsallis, apresentando alguns resultados que sao importantes para

a consisténcia matematica desse formalismo. Para comegar, vamos analisar o ¢g-produto.
3.5.1 O g-produto

Podemos definir o g-produto como sendo

TRy = [qu +ylm?— 1] RS ,  (z,y>0), (3.40)
q

ou ainda:

T ®y = expy~thay. (3.41)
q

Sao propriedades do g-produto:

a) O produto padrao é um caso particular do g-produto. Sendo assim

TRy =xy. (3.42)
1
b) O g¢-produto é comutativo, logo
TRY=yR . (3.43)
q q

¢) Também é aditivo sob a aplicagao da fungao g-logaritmo

In, (m ® y) = Ing(z) + Ing(y). (3.44)

q

Enquanto que

exp, () ® exp,(y) = exp,(z +y)

exp, () exp,(y) = exp, [v +y + (1 — q)zy] . (3.45)
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d) Possui a propriedade da dualidade inversa 2 — ¢:

O ¢-produto é definido de tal forma que nos permita a seguinte operacao

(02

em que chamamos 2 — ¢ = ¢*. Essa dualidade nos permite também definir

29 Ing x = Ing . (3.47)

e) O g-produto é associativo

(3.48)
contando que r ® y e y ® z sejam diferentes de zero e nao convirjam ao infinito.
q q

f) Admite o elemento nulo sob algumas condigoes

20 0, se(¢q>1, z>0)ou(g<l, 0<z<1)
€T =
q (:Elfq—l)l/l_q, seqg<l e x>1

g) Admite o elemento neutro 1

r@l = [z704 1t 1)/
= . (3.49)

Também temos que
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1©®0 nao diverge se ¢ < 1. (3.50)

q

o

A ¢-divisao pode entao ser definida como sendo

TQY = x®<1®y)
q

q q
_ [mlfq + (2 . ylfq) . 1} 1/1—q
— [#i—ye 1] iy >0, (3.51)
que também satisfaz
x@yzl@g(y@x), (3.52)
q q q
desde que
eI <14yt (3.53)

Uma vez que

x@(y@z):(x®y)®z:(x®z)®y, (3.54)
q q q q q q

sendo

AT <yt <4 (3.55)

podemos dizer que
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o Ing(zy) =In,z ? Ingy, exp,(z)exp,(y) = exp,(z (%) Y)
o Iny(x/y) =In,x ? Ingy, exp,(z)/exp,(y) = exp,(z ? Y)

o Iny(z ? y) =Ingr —Ingy, exp,(z) (%J exp,(y) = exp,(z — y).

Agora vamos analisar as propriedades da ¢-Soma.
3.5.2 A ¢g-Soma

Definimos a ¢-soma como sendo

rdy=x+y+ (1—q)xy. (3.56)
q
A ¢-soma possui ainda as seguintes propriedades

a) A soma usual como sendo um caso particular

x?y:a:—l—y. (3.57)
b) A g-soma é comutativa
rdy=y>dx. (3.58)
q q

c) E multiplicativa sob a acao da g-exponencial

exp, (v ? y) = exp,(z) exp,(y). (3.59)

d) A g-soma é associativa

(o (vee)) = ((50)22)

= x+y—|—z+(1—q)(a:y+xz+yz)+(1+q)2xyz.

A ¢-soma nao ¢é distributiva em relacao a multiplicacao.
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e) Possui elemento neutro

r®0=ux, (3.60)

q

com a possibilidade de definir o inverso aditivo como sendo

or = _—_q; r#1/(q—1). (3.61)

roy = D (@y)

q q q

= +fl‘_yq)y, y#1/(g—1). (3.62)

A ¢-diferenca obedece as propriedades de comutatividade e associatividade x © y =
q

yorexo(yoz)=(roy) Oz porém a(x ©y) # (ax © ay).
q a q a " q q q
Tendo definido o ¢-Produto e a ¢g-Soma, temos a estrutura da Algebra.
3.5.3 Distribuicoes Generalizadas

Nesta secao, sao tratados alguns exemplos de distribuicoes generalizadas desenvolvida
a partir do formalismo estatistico de Tsallis no qual generalizam distribui¢oes importantes
existentes na literatura. Assim, vamos analisar discutir a distribuicao candnica e a g-
distribuicao de velocidades.

Distribuicao Candnica

A maximizacao da entropia de Tsallis, considerando os vinculos da normalizacao e do
valor médio de uma varidvel aleatéria, fornece um distribuigao tipo lei de poténcia [30].

No contexto termodinamico, a g-entropia

w
Sy =—kg »_ p!Ing(p:) (3.63)
i=1
junto com os vinculos [31] da normalizacao e o valor médio da energia,

Z~pqu
E p; =1, U= &= 3.64
i > P ( )
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¢ maximizada, levando as chamadas distribuicoes Escort,

1

B v
pi= |14 (- D (B~ ) (3.65)
> i Pj
Recentemente, mostrou-se que devido a estrutura matematica dos fungoes g-exponencial

e g-logaritmo, os vinculos necessarios para a maximizagao sao [32]
Zpi =1, U= Z]%Ei; (3.66)

portanto, a distribuicao escort sendo descartada no célculo da maximizagao da g-entropia.
A g-distribuicao de velocidades

Selecionando uma molécula arbitraria de um gas homogéneo em equilibrio térmico a
temperatura T com as componentes de velocidades v,, v, e v, a probabilidade que a

primeira componente possua um entre v, e v, + dv, é proporcional a
f(vz)dvg, (3.67)

onde a quantidade de F'(v,)dv, é o nimero médio de particulas por unidade de volume,
com velocidade no elemento dv, sobre v, [50].

Naturalmente, o mesmo se aplica para a demais componentes v, e v, pois na auséncia
de campos externos nao existe uma direcao privilegiada no espago. Entretanto, a evidéncia
que o valor provavel de v, nao é afetado pela a distribui¢ao de v, nao é direta.

A probabilidade de que a velocidade ¢ estara dentro do elemento de volume dv,dv,dv,

é dada por

f(v2) f(vy) f(v2)dvduydv, (3.68)

e considerando o fato de que as componentes sao todas igualmente provaveis, podemos
introduzir uma funcao desconhecida F', que é dependente somente do médulo da veloci-
dade

F (V) dvydvydv,, (3.69)

onde V' = /vi +vZ + vZ. Podemos considerar uma distribuigao tridimensional e depen-

dente apenas do médulo da velocidade tal que

F(V)d*v = f(v,) f(vy) f(vs)dv.do,do,. (3.70)
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