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RESUMO

Foi investigado a relacdo entre as grandezas termodindmicas e magnéticas, com o
sequenciamento quasiperiodico de materiais magnéticos, pela sequéncia de Cantor, usando o
modelo classico de Ising e simulagcdo de Monte Carlo. Mostrou-se que o sistema se torna
sensivel a0 sequenciamento, saindo das propriedades termodinamicas e magnéticas de um
material, para as propriedades do outro material. O sistema também se mostrou sensivel a
razéo dos termos de troca dos dois materiais magnéticos. Foi observado que estes dois fatores

influenciam na competicdo dos materiais magnéti cos através de suas grandezas fisicas.

PALAVRAS-CHAVES. Modelo de Ising. Méodo de monte Carlo. Estruturas

Quasiperiddicas.



ABSTRACT

We investigated the relationship between the thermodynamic and magnetic properties, with
the sequencing quasiperiodic of magnetic materials, by Cantor sequence, and we use the
classical Ising model and Monte Carlo simulation. It was shown that the system becomes
sensitive to sequencing. The system was coming from thermodynamic and magnetic
properties of a material to another. The system also is sensitive to the ratio of exchange of the
two terms of magnetic material. It was observed that these two factors influence the
competition of magnetic materials through their physical quantities.

KEYWORDS: Ising Model. Monte Carlo Method. Quasiperiodic Structures.



SUMARIO

AGRADECIMENTOS i
RESUMO iii
ABSTRACT iv
LISTA DE FIGURAS vii
LISTA DE TABELAS X
1 INTRODUGAO.......cociiececectsieree st eet sttt es sttt sttt en st st ssnssessssssanenessnens 15
1.1 INTRODUGAO E MOTIVACAO.........eceeeeeeeeeee e ses s esestesaesessesas s sessanes 15
2 SISTEMASMAGNETICOS......ooiicteecteeseetseeste et sessetssessesasssessessssessssssessssessssssenaes 18
2.1 INTRODUGAO. ...ttt esesss s tessssesss s sssss s ssss s tesssss s s ssnanssnssnansans 18
2.2 OMODELO DE ISING ......cooteieceeeeeecesee et se s sestsssstsssesessssss s s tssss s s s sssasssssssansans 18
2.3 OMODELO DE GASDE REDE ........coocoeeiecteeeeteesetesesetssesssesesessesssssssssssesssssssssssenaens 20
2.4 A SOLUCAO DE ONSAGER.......oocueeeeteeeeeeeeeeeeeeees s tes s tessesses s ss s sassnes 21
2.5 MAGNETISMO E MATERIAIS MAGNETICOS ......covueveereeereeeeeeesesessssessesasssssnaneans 23
PR AN o 1= o (015 T (] 0T S 23
2.5.2 CONCAITOS INICIAIS....ccccueieiieeeeiee e ctee e et e et e e etee e e ebee e e teeeebeeeeaseeesaseesesseesbeeesbeeesareeesnrens 24
2.5.3 Propriedades Magnéticas daMaria..........ccceueeerieieiene e 25
2.5.4 Sistemas Ferromagnéticos e AntiferromagnéliCos.........ccoveveereereeceeseeneeseeseese e 27
2.5.5 FETOMAgNELiSIMO. .....cciuieieiiece ettt st esteeaesreenae e e e sneeseennennen 29
2.5.6 ANtfErromMagNEliSIMO .......cccveieeiicierie e ae e e re e ae e enen 34
2.5.7 CUNVAAEHISIEIESE ... .ttt ettt et e e et e e eate e e aee e ebee e sbeeesnbeeeenreas 36
2.6 ENERGIAS MAGNETICAS......coiieeeeeeeeeeeseteses st sssssesessss s sssestassssssassssssssssnsssaneans 37
2.6.1 Energiade TroCa (EXCNANGE) ......ccceiieiueieerieeieseesieeseesreesseeeesseessesassseesseessssseessesnsesees 38
2.6.2 ENEIQIAZEBMAN......c.coiieie et eteeee e ete et et et e e e teeeesreeneeneeane e rennaennen 38
3 SISTEMAS QUASIPERIODICOS.......coiiictieeeeieteeetsetesesesssesssssesessessssssssssssssssaseans 39
3.1 ESTRUTURAS PERIODICAS E QUASIPERIODICAS .......cooveveereeteereeseese s 39
3.2 APLICACOES DAS ESTRUTURAS QUASIPERIODICAS........ooeeeeeeeecereeereeeeeisnenean, 40
3.3 SEQUENCIA DE CANTOR.......coieeiceseeeetesetesiesestsssssssse s sssss s s tesassssassssssassssssnansans 41
3.4 SEQUENCIA DE FIBONACC ....ooveiieeeeeeeeeteeeeeetsestsssesesesses s tsnsssesssssssssssssnssnaneans 42
3.5 SEQUENCIA DE THUE-MORSE ......coceiieietieeeeietseetsstssesesss st tessssessssssssssssesssnaneans 44
3.6 SEQUENCIA DE PERIODO DUPLO ......ouvctieeeecteeeeeseseseeesss s s esessesssssssssas s, 45



4 METODO DE MONTE CARLO ...ttt sttt 47

4.1 INTRODUGAO.........ooiieeeeeteeeeeeee e vee st es e aes st es st ssten s st 47
4.2 HISTORIA DO METODO DE MONTE CARLO ......ouieeeeeeeeteeee e, 48
4.3 MEDIDAS DE GRANDEZAS TERMODINAMICAS.......ooieeeeeereeeeeeeeeeseesae s, 48
4.4 AMOSTRAGEM E ALEATORIEDADE........oooeeee et 51
4.4.1 ProCesSOS A MarKOV ..ottt ettt 52
N 0 00 [T = o [ S 54
4.4.3 Baanco DetalNato .........cccoeeeiieeiiiiieceee e 54
4.4.4 Din@miCas de EVOIUGEO.........cccoiiiiiiiiiieeee s 55
4.45 AIQoritmo de MeEtrOPOliS. .....coouiiiiiieieeiee et 56
5 METODO MONTE CARLO APLICADO AO MODELO DE ISING
QUASIPERIODICO ...ttt esasss s tes s sesssssssssss s sssss s s sessssssssssssnsssssssnansans 58
5.1 INTRODUGAO........cooieieeeeeieeee et eee e testes e ssesae st es st ssesssssssse s s sansanes 58
5.2 APRESENTA(;AO DO MODELOQ.....cii ittt s 58
5.3 RESULTADOS......c.eciiirieieiesie e esie st e sttt st e ste st e ssesae e sesbesee e sbesaeneesessensenessenes 60
5.3.1 Verificacdo dosVaores mais Adequados paraas SImulagies..........ooeveeveeeenieeeenne 60
5.3.2 Resultados deste TrabalNo...........coceoiiiiiiie e 80
B CONCLUSAD ...ttt sttt 94
7 REFERENCIASBIBLIOGRAFICAS. ...ttt eeeesees e s en s eenn s eeneens 95

Vi



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: Ernst Ising, fisico alem&o nascido em 10 de maio de 1900 e falecido em 11 de maio

0L PP S 15
Figura 2: Momentos Magnéticos (esguematicos) das unidades elementares que constituem um
(o0 00T o 1 To (o 122 SRS 25
Figura 3: Representacdo de dominios num material [15].....ccccoveveveeneeinsieereee e 28

Figura 4. Alinhamento dos momentos magnéticos na presenca de um campo magnético
L= 1 0 T0 1 ) TSR 28
Figura 5: Alinhamento dos momentos magnéticos de um material antiferromagnético [16]. .29
Figura 6: Representacdo do Ferromagnetismo [16]. .....cocveveereeieviesece e 30
Figura 7: Representacdo do comportamento da susceptibilidade em funcéo da temperatura.

Observa-se que abaixo de Tc o materia é ferromagnético e acima de Tc o material em sua

fase PAramMagNEtiCA[L15]......ccueeerieieieiere sttt a et st reene e neens 30
Figura 8: Representacdo do comportamento ideal paraalei de Curie-Weiss[16]. ................. 32
Figura9: DominioS Magn@tiCOS [23]. ...ccveuereerieeieseesieeieseesteeeesseesseeaessee e eseesseessessesneessens 33
Figura 10: ParedeS de BIOCh [24]. .....c.ooiiiieeee et s 33
Figura 11: Orientac&o dos dominios magnéticos com campo H [24]. ....cooeveveveveneseeeenen, 34
Figura 12: Curvade hiStereSe [16]. .....cccveeveriierieeie et eeestee e eee e sre et see e sreenesneenne s 37
Figura 13: llustracdo esquematica as sequénciade Cantor [47]......ccevvevereerieereseeseeseeseeneens 42
Figura 14: llustracdo esquematica as sequéncia de Fibonacci a partir da geracéo S2 [47]......43

Figura 15: llustracdo esguematica as sequéncia de Thue-Morse a partir da geracéo S1 [47]..44
Figura 16: llustracdo esguematica da sequéncia de Periodo DUplO [47]...ccccoevvervveneneeennenn, 45
Figura 17: Cinco sucessivos processos de Markov, formando uma Cadeia de Markov de
LSS 6 (0L TP 53
Figura 18: Energia para 0 model o de Ising narede quadrada para vérios tamanhos de rede... 62
Figura 19: Magnetizacdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para véarios tamanhos de

=0 [T P PP RORURPRPRN 63
Figura 20: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios tamanhos de
=0 USRS 64

Vil



Figura 21: Susceptibilidade para 0 modelo de Ising na rede quadrada para vérios tamanhos de
=0 USRS PRRRR 65
Figura 22: Energia para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios passos de Monte
(@7 Lo TSP 66
Figura 23: Magnetizacdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios passos de
AV Ko g1 L= @ Lo PR PRPRR 67
Figura 24: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios passos de
IMIONEE CAITO. ...ttt b et e bbb bbb e be e ene s 68
Figura 25: Susceptibilidade para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios passos de
AV Ko g1 L= @ Lo T USRS 69
Figura 26: Energia para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios valores de
LIS 007 1174 o o S 70
Figura 27: Magnetizagdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para vérios vaores de
TEMEIIZAGEO. ....c.eeeeeeeteeee e et n b e enes 71
Figura 28: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para vérios valores de
LIS 007 1174 o o S 72
Figura 29: Susceptibilidade para o0 modelo de Ising na rede quadrada para varios valores de
TEMEIIZAGEO. ....c.eeeeeeeeeeeee e et r R b nn e enes 73
Figura 30: Energia para 0 modelo de Ising na rede quadrada para vérios valores de campo
LS 1110 PRSP TRRPR 74
Figura 31: Magnetizacdo para o0 modelo de Ising na rede quadrada para varios vaores de
(050 8]0 T0 I S (< 1 PP 75
Figura 32: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios valores de
(02 0] Lo I = [ 1 0 T PSPPSR 76
Figura 33: Susceptibilidade para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios valores de
(050 8]0 T0 I S (< 1 PP 7
Figura 34: Energia versus campo para o modelo de Ising narede quadrada para varios valores
(0 [SR = 010 = U = SO 78
Figura 35: Histerese magnética para o modelo de Ising na rede quadrada para varios valores
(0[RS 40T = U] = TSR 79
Figura 36: Calor especifico para o modelo de Ising na rede quadrada para A = 0,5 e para as
0TS = 000 ==Y (= = T TS 81



Figura 37: Magnetizacdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para A = 0,5 e para as
[0S = 000 ==Y (= - T TS 82
Figura 38: Calor especifico para o0 modelo de Ising na rede quadrada para A = 2 ¢ para as
QEIACOES UE L @5. ... ittt 83
Figura 39: Magnetizacdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para A = 2 e para as
0TS = 000 ==Y (= - T TS 84
Figura 40: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para A = 5 ¢ para as
QEIACOES UE L @5. ... ettt nr e enes 85
Figura 41: Magnetizacdo para 0 modelo de Ising na rede quadrada para A = 5 e para as
[0S = 000 ==Y L= = T TS 86

Figura 42: Histerese magnética para 0 modelo de Ising na rede quadrada para\ =5 e paraa 12



LISTA DE TABELAS

Tabela 1. Temperaturacritica parao modelo de Ising bidimensiondl. ............cccccveeeveevieeneee. 16

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidades nas dindmicas de Banho Térmico, Metropolis e

(€T o7 TSR 55
Tabela 3: Temperaturas CritiCas A = 0,5. ...ecveeieeeerece et 93
Tabelad: TEMPEraturas CrHtICASA = 2. ..vvieeieeeceeseeiesee s ee e steeae e e s ae e sne e e 93
Tabelab: TEMPEraturas CrtiCAS A = 5. ..ooi it 93



15

1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO E MOTIVACAO

Ha décadas se estuda o magnetismo com o intuito de se compreender
adequadamente e controlar tais sistemas, dada a complexidade do tema. O magnetismo
envolve aém de diversos tipos de interacdo, fenbmenos cooperativos e va&rios graus de
liberdade. Porém, o mais fascinante diz respeito a classe de universalidade na qual 0 mesmo
modelo que serve para estudar sistemas magnéticos, também serve para estudar sistemas
fluidos, sistemas cosmoldgicos, propagacéo de doengas, etc. Um dos modelos mais simples, e
com grande riqueza de aplicagdes, € o0 modelo de Ising, que entre 1966 e 2000 estava
relacionado a pelo menos 16000 artigos publicados.

Figura 1: Ernst Ising, fisico alemao nascido em 10 de maio de 1900 e falecido em 11 de maio
de 1998.

Uma grandeza importante que diversos métodos e modelos se esforcavam para
calcular é atemperatura critica (Tc) do modelo de Ising, conforme atabela a seguir [1]:
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Método Temperatura CriticakgTc/J

Campo médio 4

Calculo Exato — Onsager ~2,2690

Monte Carlo ~ 2,3 (a precisd0 depende de vérios fatores)

Tabela 1. Temperatura critica para o modelo de Ising bidimensional.

O trabalho pioneiro de Merlin e colaboradores [2], e a descoberta de materiais,
como a liga AIMn, que quando submetidos a difracdo dos raios X, manifestam ordem
orientacional de longo alcance e auto similaridade, porém ndo possuem simetria translacional,
caracterizada pela periodicidade da o inicio ao estudo experimental de estruturas quasicristais.
Aliado a esses trabalhos surgiram diversos outros aplicando o modelo de Ising a estruturas
quasi periddicas, seguindo as mais diversas sequéncias, como a de Fibonacci [3] e Thue-Morse
[4], por exemplo. Na década de oitenta, tais ideias foram estendidas aos model os de spins de
modo que suas interagdes, geradas por regras de substituicdo, assumissem um carater
aperioddico [5, 6]. A juncdo destes elementos motivaram este trabal ho.

Neste trabalho, estudamos a aplicacdo do método de Monte Carlo ao Modelo de
Ising submetido a uma sequéncia de substituicdo de Cantor. Este trabalho visa analisar as
propriedades termodinamicas no equilibrio, como energia, magnetizagéo, calor especifico e
susceptibilidade. E usado o modelo de Ising de spin -1/2 na rede quadrada junto ao Método de
Monte Carlo seguindo a dindmica evolutiva de Metropolis. A sequéncia de Cantor utilizada €
construida por dizimagdo devido aos enormes tamanhos gerados para a rede quadrada.

O capitulo 2 trata de uma revisdo bibliogréfica de modelos e propriedades
magnéticas, exibindo conceitos basicos necessarios a compreensdo de resultados e de
capitulos posteriores. Temas como o Modelo de Ising, as propriedades basicas de materiais
magnéticos, as Energias envolvidas no processo, etc. O capitulo seguinte trata de estruturas
periddicas e quasiperiddicas, apresentando uma revisdo acerca de aplicagdes das estruturas
quase periddicas e das principais sequéncias. Cantor, Fibonacci, Thue-Morse e Periodo
Duplo. O quarto capitulo apresenta 0 método de Monte Carlo, a forma de se medir grandezas
termodindmicas e magnéticas, as principais propriedades, como amostragem e aleatoriedade,
processos de Markov, ergodicidade e balanco detalhado, principais dindmicas de evolucéo,

aprofundando da dindmica de Metropolis.
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O trabaho, propriamente dito, € apresentado no capitulo 5, onde se mostra os
efeitos das sequéncias quase periddicas sobre 0 modelo de Ising, e sobre suas propriedades.
Neste capitulo se da mais detal hes também sobre a simulagéo de Monte Carlo implementada.

Por fim, apresentam-se as conclusdes deste trabalho, além da proposta de novos

trabalhos como forma de continuidade.
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2 SISTEMASMAGNETICOS

2.1 INTRODUCAO

Uma das metas dos fisicos nos primeiros anos do seculo XX foi compreender
como Se comporta a magnetizagdo espontanea, e encontrar uma descricdo quantitativa da
magnetizacdo em funcdo da temperatura. Com relacdo a isso, muitas suposi¢des foram feitas,
e a mais simplificada foi, por exemplo, que a&omos se comportem como minusculas agulhas
de blssolas que interagem apenas com 0S seus primeiros vizinhos. As propriedades
magnéticas dos materiais foram intensivamente estudadas por um grande numero de
pesquisadores antes mesmo de que uma teoria adequada tivesse sido desenvolvida. Estas
propriedades foram analisadas com base na mecanica quantica, desenvolvida no comeco do
seculo XX. Atuamente, inUmeras aplicacOes baseadas nas propriedades magnéticas da
matéria sdo encontradas em diversas areas, como medicina, telecomunicacles, informética,
etc. Entre estas propriedades destacamos: o ferromagnetismo, antiferromagnetismo,

diamagnetismo e paramagnetismo.

2.2 OMODELODE ISING

O modelo de Ising [7] trata do comportamento de elementos individuais como 0s
componentes de spins, presenca de a&omos ou moléculas em sitios, atividade neural, etc.
Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado Ernest Ising tinha o objetivo
de simular o comportamento de dominios magnéticos de materiais como, por exemplo, ferro e
niquel, onde uma fragdo dos spins atbmicos se torna espontaneamente polarizada em uma
dada direcdo, dando origem a um campo magnético macroscdpico, que ocorre apenas abaixo
de certa temperatura, chamada de temperatura de Curie. Esse modelo foi resolvido em uma
dimensdo pelo mesmo, que observou a ndo existéncia de transicdo de fases nestas
circunstancias. Equivocadamente, Ising sugeriu que 0 mesmo ocorreria em dimensdes

superiores, 0 que se mostrou um erro; de fato, a partir de argumentos qualitativos e de
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métodos aproximados (Ansats de Bethe e teoria de campo médio) ficou solidamente
estabelecido que o modelo pudesse exibir uma transi¢cdo de fase, em dimensdes superiores, 0
que foi confirmado pelo famoso trabalho de Onsager [8] em redes bidimensionais.

O artigo origina de Ising [9] apresentou um modelo simples para tratar sistemas
magnéticos, porém diversos autores propuseram generalizagdes que tem aplicagdes em
diferentes areas que incluem fendbmenos de ordem-desordem em magnetismo e outros
sistemas coordenados (ligas binarias, gas de rede, etc.), também com algum sucesso em
sistemas biolgicos, como, por exemplo, hemoglobina, enzimas alostéricas e DNA. O que
existe em comum nestes sistemas (magnéticos e biol 6gicos) € o fenbmeno de cooperatividade
entre 0s constituintes microscopios, dando origem a ordem local (curto alcance) e global
(longo acance). Este fendbmeno da cooperacdo deve-se exclusivamente as interacOes
microscopicas dos constituintes (spins, moléculas, etc.). Devido a sua simplicidade
matematica, 0 modelo de Ising tem sido aplicado numa variedade de sistemas, tais como
tréfego, economia, propagacdo de doengas, etc., devido a totalidade dos resultados dos
calculos efetuados antecipadamente em sistemas magnéticos no qual tem dado os alicerces
para estudar diversos sistemas complexos.

O modelo proposto por Ising para o estudo de transicdes de fase em materiais
ferromagnéticos é definido pelo Hamiltoniano:

N
H :—J;‘;S,Sj—BZS (2.1)
i i=1

onde H representa 0 Hamiltoniano, J a energia de troca (exchange), B € o campo magnético e
S 0s momentos de spins atémicos.

Tal modelo consiste em um sistema de momentos magnéticos atdbmicos arranjados
nos sitios de uma determinada rede cristalina regular, os quais sdo descritos apenas por suas
varidveis de spin S que podem assumir apenas dois valores (S =+ 1), correspondentes as
duas orientagbes (opostas) de um dipolo magnético. Outra contribuicdo importante vem da
agitacdo térmica, que age desfavorecendo a ordem magnética. Para temperaturas
suficientemente elevadas, os materiais ndo apresentam ordem magnética. Entretanto,
observando o comportamento de materiais magnéticos, verificase que, a medida que a
temperatura € diminuida, uma ordem magnética € estabelecida. Se os momentos magnéticos

se ordenam paralelamente uns aos outros (Ji j > O), diz-se que o materia € ferromagnético. A

temperatura, abaixo da qual essa ordem é acangada, € denominada temperatura de Curie Tc.

Se a ordem magnética € ta que os momentos magnéticos se alinham antiparalelamente
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(Jij < O), diz-se que o material € antiferromagnético, e a temperatura abaixo da qua essa

ordem é estabel ecida € chamada de temperatura de Nédl, T.
Para resolvermos o modelo de Ising devemos escrever a fungdo de particéo
canbnica (ou a soma sobre todas as configuracOes das variaveis de spin) e obter a energia

livre magnética por sitio. A funcéo de particéo é dada por:
N
Z="Y exp(-BH) (2.2)
S

onde { S} sdo todas as configuracdes dos spins (2V),
As propriedades termodinamicas sdo obtidas através das derivadas da energia

livre de Helmholtz F(H,T), a qual esta relacionada com a funcéo de particdo da seguinte

forma:
U(H.,T)=—kgT aiT(kBLTJ (23)
C(H,T):Z—: (2.4)
M (H,T) :_aiH(kBLT] =<is,> (2.5)

2.3 O MODELO DE GASDE REDE

O modelo de Ising ndo € aplicado somente a sistemas magnéticos; existem outros
problemas que podem se estudados pelo modelo. Um exemplo simples é 0 “gas de rede”. Ele
€ aqui considerado como modelo de um sistema de particulas (moléculas) cléssicas cujas
posicOes dos centros de massa sdo restritas a coincidir com os vértices de uma rede regular,
em d dimensbes. Na versdo mais simples do gés de rede, cada sitio € descrito por uma
variavel de ocupacdo, a qual assume o valor 0 quando o sitio esta vazio e 1 quando esta
ocupado. Nesta situacdo, as particulas sdo independentes e a funcdo de particdo pode ser

calculada analiticamente. A energiatotal do sistema € dada por:

N
H=-e> nn-u.n (26)
(i) j
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onde u é o potencial quimico e -& aenergia de interaco associada & ocupacdo de dois sitios
vizinhos. Neste caso a grande fungéo de parti¢éo é definida como:
101 N
=) > . Zexp ﬂan (BN, (2.7)
n=0n=0 ny=0 i

A equivaéncia entre 0 modelo de Ising e 0 gas de rede pode ser facilmente

Si+1
comprovada fazendo uma simples mudanca de variavel, n; :JT' Desta forma a Eq. (2.7)

ficareescrita como:

=3 3. Zexp[ﬁ > (5.2)S).0)+5 Zi(sﬁl)] (29

Si=-1S=-1 SN =1

que é equival ente a funcdo de particdo de Ising feita as seguintes modificacles:

Bol (2.9)
2
Jot (2.10)
4
S, 2n, -1 (2.12)

Um modelo um pouco mais complexo e muito estudado na fisica é quando as
particulas de um dado sitio interagem com 0s seus primeiros vizinhos. Este tipo de interacdo
serd a responsavel pelo sistema apresentar uma transicdo gas-liquido. Neste caso € possivel
estabel ecer uma correspondéncia de um para um entre as variavels termodinamicas do gas de
rede e as de um sistema magnético de spins na rede, 0 que permite a transferéncia de
resultados conhecidos de um sistema para outro. O sistema em quest@o, quando a interacéo é
atrativa, pode ser mapeado no modelo de Ising ferromagnético, cuja solucdo exata €
conhecidaem d=1 e 2 [8]. Ja umainteracdo repulsiva entre 0s primeiros vizinhos corresponde
aum sistema antiferromagnético. Porém, para a maioria dos gases de rede, ndo ha um andogo
magnético.

2.4 A SOLUCAO DE ONSAGER

Apbs aguns anos, o0 modelo de Ising, ganhava importancia e, em 1944 foi

resolvido analiticamente pelo quimico e fisico noruegués Lars Onsager [8]. O fato mais
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importante descoberto por Onsager € que 0 modelo de Ising apresentava transicéo de fase,
para duas dimensdes, tornando-se assim uma das bases do estudo dos fenbmenos criticos e
transicOes de fase. Ainda que tenha sido resolvido na auséncia de campo externo, e ainda ndo
ter sido apresentada a solucdo analitica em trés dimensdes, a solucdo de Onsager € muito rica
e apresenta um formalismo singular. Vamos apresentar a funcdo de particdo do sistema e a
matriz de transferéncia utilizando como exemplo 0 modelo de Ising em uma dimensdo, onde
os calculos sdo maisfacels.

Na presenca de um campo magnético e com interagdes do tipo primeiros vizinhos,

em uma dimensdo a hamiltoniana que descreve o model o de Ising assume a seguinte forma:
N N
H=-3).55.:-B)Y(S+S.) (212
i=1 i=1

onde foram empregadas condic¢des de contorno periodicas, ou sga, Sy, =S;.

A func&o de particao pode ser escrita da seguinte maneira:

N N
Zy ZZGXD[K S S|+1+LZ(S| +S|+1)}
{s! i=1

i-1 (2.13)
Zy=> Y > exp[KS S, +L(S,+S,))..exp[KS, S, + L(S, + )]
S—
B

S
sendo K =3J eL=7.
Definindo o elemento de matriz T; por:
T, =(S[Ts;) =ep[ksS; +L(S + 5 )] (2.14)
temos que afuncéo de particéo pode ser reescrita como:
Z, :% ; ...§<51|T|sz><sz|T|sg>...<sN T[S,
2,- 3 (STs)-mrir)-3ar

Embora a Eq. (2.15) ter sido obtida para um caso particular, ela é iguamente

(2.15)

valida para outras dimensdes. Consideremos agora que /; seja 0 maior autovalor associado a
matriz de transferéncia T de forma que:
3 N
Zn =2 A =21 z(—'j (2.16)
i [E }“1
Assim, no limite termodinamico, a energialivre de Helmholtz por spin é dada por:

B f=lim %mzN (2.17)

N —o0
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Podemos observar que:

N
o1 ) 1 A
[im =InZy= lim:<Inl +—In S =In 2.18
N—ow N N N—>oo{ 1 N ;(Zﬂ.]} & ( )
umavez que:
(2"
lim| =] —0 (2.19)
N—o0 2“1
logo:
~Bf=Iny (2.20)

Desta forma, vemos que o problema se reduz ao célculo do maior autovalor da
matriz de transferéncia.

A solucdo exata para duas dimensdes, com campo magnético externo nulo, foi
realizado por Onsager [8], no qual a reproducdo ndo sera feita aqui mas pode ser encontrada
umaversdo simplificadaem [10].

25 MAGNETISMO E MATERIAISMAGNETICOS

25.1 Aspectos Historicos

Os primeiros fendbmenos magnéticos observados foram aqueles associados aos
chamados “imas naturais’ (magnetos). Conta a lenda que esse minério encontrado por um
pastor chamado Magnes, originou o0 nome, Magnetita (Fe,Os3). Outros dizem que 0 nome veio
devido ao fato do minério ser encontrado em uma regido da Turquia chamada de Magnésia.
Esses imés tinham a propriedade de atrair ferro desmagnetizado, sendo que esta propriedade
eramais acentuada em certas regi0es desse material denominada, depois, de polos. Descobriu-
Se entdo que, quando uma barra de ferro era colocada perto de um ima natural ela adquiria e
retinha essa propriedade do ima natural e que, quando suspensa livremente em torno de um
eixo vertical, ela alinhava com a direcdo norte-sul. Surgiram, entdo, os instrumentos de

navegacaéo. Desde entdo os materiais magnéticos vém sendo utilizados em grande volume
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aproveitando-se dessa caracteristica desses materiais. Equipamentos como: transformadores,
motores, geradores, ato-faantes, eletroimas, etc, contém ferro, ou ligas de ferro, em suas
estruturas, com o duplo proposito de aumentar a fluxo magnético e restringi-lo a uma regido
desegjada.

Atualmente, pesquisas sdo feitas para se desenvolver outros tipos de materiais que
tenham essa propriedade ainda mais acentuada e que possam ser manipulados de maneira a
Permitir novas configuragbes e formatos de nucleos reduzindo-se assim as perdas desses

nucleos, bem como seus tamanhos.

2.5.2 Conceitoslniciais

A &rea de magnetismo pode ser resumida como a combinagdo de trés pilares:
a) A origem do magnetismo, ou sgja, da existéncia dos momentos magnéti cos
(Mecanica Quantica).
b) O entendimento das interagGes entre 0S momentos.
c) A Mecénica estatistica, necessaria para descrever as propriedades
macroscopicas observaveis.
Antes, porém precisamos discutir alguns conceitos e defini¢des fundamentais:
v" Forgas magnéticas aparecem quando particulas €l etricamente carregadas (ndo neutras)
Se movimentam.
v Aslinhas de for¢a saem do polo norte em direcéo ao polo sul.
v" Os dipolos magnéticos sdo andlogos aos dipolos eétricos e podem ser imaginados
como peguenas barras compostas de polo norte e sul.
v O momento magnético é um vetor, que em presenca de um campo magnético,
relaciona-se com o torque de alienagdo de ambos os vetores no ponto no qual se situa
o elemento. O vetor de campo magnético a utilizar-se € 0 B (tesla).
v"Um campo magnético H é gerado pela passagem de uma corrente i por uma espira
cilindrica de comprimento | e contendo N voltas. O campo magnético é medido em
termos de fluxo magnético no vécuo B, (Wb/m?) [13].
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Figura 2: Momentos Magnéticos (esgueméticos) das unidades elementares que constituem um

corpo solido [25].

2.5.3 Propriedades Magnéticasda Matéria

Na presenca de um campo magnético cada material responde de acordo com as
propriedades de seus &omos e moléculas individuais bem como das interacdes entre elas. As
respectivas propriedades magnéticas do material estédo diretamente ligadas a magnetizacéo
M, podendo representar, do ponto de vista microscopio, o estado magnético dos materiais

pelo vetor magnetizagdo, dado por:
= 1o
M =>4 (2.21)
N

onde (i; € o momento do dipolo magnético total feito sobre o somatério dos i-ésimos &omos

ou moléculas no interior darede cristalinaV, que deve ser suficientemente grande para conter

um numero elevado de momentos, porém pegqueno em relacdo ao tamanho da amostra[13].

A grandeza M pode variar em relagdo a outras grandezas tais como temperatura T

ou 0 campo magnético H no qual o material possa estd submetido. A forma do
comportamento com respeito ao campo magnético tem origem nos varios tipos de interacdes

entre 0s momentos magnéticos ;. A estrutura da rede cristalina e os defeitos nela existentes
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influenciam na resposta a magnetizacdo com a variagdo do campo H. Assim podemos

escrever:
M = X H (2.22)
onde y é a susceptibilidade magnética sendo uma grandeza que caracteriza um material

magnético segundo sua resposta a um campo magnético aplicado. Ela é uma das mais
importantes grandezas fisicas no que se refere as propriedades fisicas dos materiais
magnéticos, como por exemplo, sua determinacdo pode revelar a ocorréncia de transi¢cdo de
fase de natureza variada, ou a existéncia de estados com ordenamento magnético, com ou sem
magnetizacao resultante.

Os fendbmenos magnéticos podem ser expressos por duas grandezas. 0 vetor

inducio magnética B e o vetor intensidade campo magnético H . No entanto o vetor H esta
diretamente relacionado com a corrente que cria o campo, ja B depende tanto da corrente
quanto da magnetizacdo do meio, assim Béa resposta a um campo externo H aplicado ao

material magnético. Desse modo, B e H serdacionam pela equacéo:

— —

B=u(H+M) (2.23)
podendo ser expresso tambéem por:

B=uH (2.24)
onde u,=47r107 N/A? é a permeabilidade magnética no vécuo. A permeabilidade
magnética é a facilidade com que um material permite estabelecer, através dele, um fluxo
magnético.

Outra caracteristica dos materiais magnéticos é a relutancia que € a dificuldade
gue um material tem para deixar estabelecer nele um fluxo magnético. A expressao para a
relutancia é dada por:

R=—-
uA

(2.25)

onde | é o caminho do campo magnético e A é a area da secéo reta do material em estudo.
Materiais com alta permeabilidade possuem baixa relutancia

Quando se aplica uma intensidade de campo magnético nas diversas direcoes de
determinado cristal que compde um material magnético observa-se que a densidade de fluxo
resultante varia de direcéo para direcdo, mostrando que a permeabilidade magnética é uma

funcdo da orientacdo do campo aplicado, caracterizando, portanto, a existéncia de uma
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anisotropia cristalina. Isto significa que, em dependendo da regido, as perdas podem ser
maiores ou menores. Como a reducdo das perdas é uma preocupagdo constante nos projetos
magnéticos e justificavel se determinar, em cada conjunto de cristais que formam determinado
nucleo magnético, qual a direcéo em que se deve aplicar o campo magnético [13].

Além da anisotropia cristalina, 0 campo magnético aplicado pode também alterar
as dimensdes fisicas do cristal ferromagnético para tamanho maior ou menor. Esse fendmeno
€ denominado de magnetostricdo. A grandeza da variagdo nas dimensdes é funcdo do eixo
cristalino sobre o qual incide o campo magnético. Materiais que sofrem esse fendémeno,
quando sdo submetidos a tragdo ou compressdo sofrem um aumento ou reducdo da
permeabilidade, como o niquel. Essa propriedade € utilizada em sistemas de controle de

pressao nas prensas hidraulicas, por exemplo [13].

2.5.4 Sistemas Ferromagnéticos e Antiferromagnéticos

O ferromagnetismo, assim como 0 paramagnetismo, ocorre em materiais cujos
atomos possuem momentos de dipolo magnético permanentes. O que diferencia os materiais
ferromagnéticos dos paramagnéticos € que nos primeiros existe uma forte interacdo entre
momentos de dipolo atémicos vizinhos que os mantém alinhados, mesmo quando o campo
magneético é retirado, ou sgja, 0s momentos magnéticos interagem entre si [14].

Os materiais ferromagnéticos, quando ndo estdo na presenca de um campo
magneético externo, possuem seus momentos de dipolo seguindo uma orientacdo aleatoria, ndo
alinhados em uma direcéo preferencial, assm apresentam uma magnetizagcdo resultante nula.
Mas, aos serem submetidos & presenca de um campo externo seus campos magnéticos tendem
ase dinharem na direcéo do campo aplicado, aumentando o0 momento do dipolo resultante até
atingir a saturagdo. Mesmo apos a retirada do campo externo, os momentos de dipolos séo
capazes de manter uma magnetizacdo remanescente. Apesar disso, € possivel encontrar um
material ferromagnético em estado desmagnetizado [15]. 1sso € possivel, pois, 0s materiais
ferromagnéticos podem ser divididos em dominios magneéticos, onde, determinadas regides do

material possuem momentos magnéticos apontando na mesma direcéo preferencia (Figura 3).
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Figura 3: Representacdo de dominios num material [15].

Os dominios magnéticos do material podem apontar para diregdes aleatorias,
sendo apenas alinhadas na presenca de um campo magnético externo.

O ferromagnetismo € caracterizado por, na presenca de um campo magnético
externo, possuir alinhamento paralelo dos momentos magnéticos e como ja foi citado, na

mesma direcdo do campo externo. Na figura 4 € possivel observar o alinhamento dos
materiais de diferentes ordens magnéticas.
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Figura 4. Alinhamento dos momentos magnéticos na presenca de um campo magnético
externo [16].

Em (a) a direcdo aleatéria dos momentos magnéticos em um material
paramagnético e em (b) o ainhamento na presenca do campo magnético. Em (c) observa-se

os dominios magnéticos de um material ferromagnético e em (d) os momentos magnéticos
alinhados em uma direcéo preferencial na presenca do campo magnético externo.
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Os materiais antiferromagnéticos caracterizam-se por possuirem momentos de
dipolo magnéticos antiparalelos, 0 que resulta em uma magnetizacdo total nula [15]. A

representacdo pode ser observada na figura 5 abaixo.

Figura 5: Alinhamento dos momentos magnéticos de um materia antiferromagnético [16].

RESIEONSS

255 Ferromagnetismo

Um material ferromagnético possui momento magnético espontaneo, denominado
de momento de saturacdo [17]. O processo de magnetizacdo de um material ferromagnético
consiste em converter os diversos dominios magnéticos, no qua cada dominio aponta para
uma determinada direcdo, em um Unico dominio magnético, no sentido de que sga
magnetizado em uma Unica direcdo preferencial. Isso ocorre na presenca de um campo
magneético externo, onde os dominios sdo alinhados na mesma direcdo do campo até o limite
da magnetizacdo de saturacdo. Ao remover o campo externo parte dos dominios ainda
permanecem ainhados, resultando em uma magnetizagdo remanescente [15]. O
ferromagnetismo ocorre em ferro, cobalto e niquel puros, bem como na liga desses metais uns
com os outros. Ele também ocorre com o gadolinio, disprosio e outros compostos. Ele surge
de uma forte interagdo entre elétrons em uma banda parcia mente preenchida em um metal ou
entre os elétrons localizados que formam momentos magnéticos em d&omos vizinhos. Esta
interacdo, chamada de interagdo de troca, diminui a energia de um par de elétrons com spins
paralelos [22]. Quando um material ferromagnético € colocado num campo externo, dois
efeitos podem ocorrer: (1) nas fronteiras dos dominios alinhados com o campo, os dipolos
alinhados em outros sentidos podem girar até ficar alinhados com o campo e, desse modo, tais
dominios crescem a custa dos dominios vizinhos; e (2) os dipolos de dominios nédo alinhados

podem girar em conjunto tendendo a alinhar-se com o campo aplicado (Fig. 6).
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A caracterizagdo do ferromagnetismo estd relacionada, também, com a
temperatura. Por exemplo, o CrO,, é ferromagnético, porém, nem o cromo € nem 0 oxigénio
sdo ferromagnéticos a temperatura ambiente. De acordo com a temperatura, alguns materiais
sofrem uma transicdo de ordem magnética, através da orientacdo de seus spins. Em baixas
temperaturas, alguns solidos paramagnéticos sofrem uma transicdo de fase em que grandes
dominios de spins se orientam em diregdes paralelas [17]. Esse ainhamento da origem ao
ferromagnetismo. Essa transicdo, de paramagnetismo para ferromagnetismo, ocorre na
chamada temperatura de Curie. De acordo com Kittel [17], a Temperatura de Curie Tc € a
temperatura acima da qual a magnetizacdo espontanea se anula. Essa temperatura separa a

fase paramagnética da ferromagnética, conforme representado nafigura 7.

T =

Figura 7: Representacdo do comportamento da susceptibilidade em funcdo da temperatura.
Observa-se que abaixo de Tc o material é ferromagnético e acima de Tc o material em sua
fase paramagnética [15].

Em T=0, M tem vaor igual ao da magnetizacdo de saturacdo, Ms, porque todos os
momentos estdo ainhados (Figura 7). A medida que a temperatura aumenta M diminui

graduamente devido a agitacdo térmica dos momentos. Em T > Tc, a energia térmica
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predomina sobre a energia de ordenamento, de modo que o materia passa a ter
comportamento paramagnético, com M = 0. A fim de determinar, matematicamente, a
temperatura de Curie, considere um material paramagnético. Considerando ainda uma
interacdo interna que tende a alinhar os momentos magnéticos paral elamente uns aos outros,
tem-se um material ferromagnético, a essa interacdo d&se o nome de campo de troca que
pode ter o efeito de orientacdo contrariada pela agitacéo térmica e para atas temperaturas a
ordem dos spins é destruida.

Suponha o campo de troca sendo equivalente a um campo magnético He

proporciona a magnetizacdo M. Numa aproximagao do campo de troca, supde-se que 0 &omo
magnético sofra a agdo de um campo proporcional & magnetizagdo, sendo dado por:

onde A é uma constante independente da temperatura. Na fase paramagnética considerada, um
campo magnético B é aplicado, produzindo uma magnetizacdo finita que criara um campo de

troca Bg . Tomando y como sendo a susceptibilidade paramagnética, temos:

M=z(H+He) (2.27)
e que:
C
7T (2.28)

onde a constante C é denominada de constante de Curie.
Substituindo a Eq. 2.28 naEq. 2.27 e em Eq. 2.26, fica como:

C
T-1C  (2.29)

M :%(H +AM) = MT =CH +AMC — (MT +AMC) = CH —>%=

daEq. 2.22, temosque y = % , dessaforma a equagdo acima pode ser reescrita como:

C
T-AC
Chamando T,=AC, observe que quando T =T, a susceptibilidade magnética

¥ = (2.30)

apresenta uma divergéncia, isso significa o comeco do ordenamento magnético dentro do

material [18]. Podemos escrever a EQ. 2.30 da seguinte forma:

(2.31)

A Eq. 2.31 representa a Lei de Curie-Weiss e, de acordo com Martins [16], é uma

correcdo a Lei de Curie, Eg. 2.28. Esta expressdo descreve muito bem a variagdo da
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susceptibilidade na regido paramagnética acima da temperatura de Curie. O sind para T,
determina se a interacdo é ferromagnética ou antiferromagnética, a dependéncia do materia
magnético com a temperatura é analisada observando a susceptibilidade magnética conforme
se varia atemperatura. Assim, para:

a T>T.—>A4>0, ainteragdo éferromagnética;

b) T<T. —>1<0, ainteragdo € antiferromagnética

1

A figura 8 ilustra curvas, y — em funcdo da temperatura, que representam as

interacOes ferromagneéticas, antiferromagnéticas e para um paramagnetismo ideal.
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Figura 8: Representacéo do comportamento ideal paraalei de Curie-Weiss[16].

A T. é a temperatura na qual o campo molecular comeca a operar dentro do
sistema, vencendo as variagdes térmicas dentro do paramagnetismo e levando-o a estado
geramente ordenado, o ferromagnetismo [16]. Definindo assim, a magnetizagdo, chamada
espontanea ou de saturagdo para a temperatura T, que surge em algumas regides de alcance
limitado dentro do material ferromagnético, chamadas de dominios magnéticos.

O conceito de dominios foi originalmente introduzido por P. Weiss paraexplicar o
porqué dos materiais magnéticos poderem estar desmagnetizados enquanto continuam tendo,
localmente, uma magnetizacdo esponténea ndo nula. Este conceito é bastante Util para uma
ampla variedade de materiais magnéticos. Quando André-Marie Ampeére descobriu que os

efeitos magnéticos também poderiam ser produzidos por correntes ele prop0s a teoria de que
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as propriedades magnéticas de um corpo fossem originadas por um grande numero de
minlsculas correntes circulares dentro desse corpo. O campo magnético total no material
seria, entdo, a soma do campo gerado pela corrente externa com o campo gerado por estas
correntes microscopicas. Mais tarde, foi desenvolvida a teoria dos dominios onde se mostra
que, os eérons apresentam uma propriedade chamada spin que faz com que eles se
comportem como pequenos imas. Nos materiais magnéticos, 0 campo total devido aos spins
dos elétrons € zero, sgja porque eles se anulam naturalmente, sgja porque estéo orientados de
forma aleatéria. Em materiais magnéticos, como o ferro e o ago, 0S campos magnéticos dos
el étrons (grupos de até 10™ elétrons) se alinham (acoplamento de troca) formando regides que
apresentam magnetismo espontaneo. Essas regides sdo chamadas de dominios (Fig. 9). Os

dominios estéo separados por limites de dominio designados por paredes de Bloch (Fig.10).

Figura 9: Dominios Magnéticos [23].
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Figura 10: Paredes de Bloch [24].
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Em uma amostra ndo magnetizada de um material magnético os dominios estéo
distribuidos de forma aleatéria e o0 campo magnético total em qualquer direcdo é zero. Quando
expostos a um campo aplicado externo, os dominios tendem a alinhar-se segundo a direcéo do
campo aplicado, a custa do crescimento dos dominios com orientacOes favoraveis ou da
reorientacdo dos dipolos (Fig.11). Se o campo externo aplicado for suficientemente intenso,
todos os dominios se orientardo nessa diregdo e, dai em diante, qualquer aumento do campo
externo ndo causara nenhum aumento na magnetizacdo do material. Nesse caso diz-se que o

material atingiu a saturacéo.
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Figura 11: Orientacdo dos dominios magnéticos com campo H [24].

Quando o0 campo magnético externo é removido, o grau de alinhamento diminui e
0 campo no interior do material cai para um valor, ndo necessariamente igual ao anterior, ou
sga, a remocdo da forca magnetizante faz com que aguns dominios voltem a ficar
desalinhados. Essa perda do ainhamento, porém, ndo é tota e os dominios alinhados
remanescentes sdo 0s responsavei s pela existéncia dos imas permanentes.

Um material ferromagnético, apos ser aquecido acima da temperatura de Curie e
resfriado, se divide, espontaneamente, em dominios magnéticos nos quais 0S momentos
magnéticos estdo alinhados paralelamente. Por outro lado, o material ndo apresenta um campo
magnético externo, uma vez que os dominios magnéticos estdo dispostos aleatoriamente de
maneira que a resultante externa é nula [11]. A explicagdo para isso estd no balanco das

energias magneéticas envolvidas neste processo.

2.5.6 Antiferromagnetismo

O antiferromagnetismo é caracterizado pelo ordenamento de todos os momentos

de um material de forma antiparalela (Fig. 1.4). Sua natureza € a mesma do ferromagnetismo,



35

ou sga determinado pela interacdo de troca. Analogamente ao ferromagnetismo, as
caracteristicas antiferromagnéticas desaparecem a alta temperatura devido a entropia, a essa
temperatura d&se o nome de temperatura de Néel, Ty, que pode ser observado na figura 8.
Acima dessa temperatura 0s compostos sao tipicamente paramagneéticos [19]. De acordo com
Marques [18], Néd foi um dos primeiros a predizer este tipo de ordenamento magnético, no
gual publicou uma série de artigos a partir de 1932.

A temperatura de Néel, Ty, na aproximacao do campo é dada por:

T =nC (2.32)
Dessa forma, a susceptibilidade naregido paramagnética &
X = 2C (2.33)
T+uC
gue pode ser reescrita como:
2C
- 2.34
x T+Ty ( )

A Figura 12 mostra a dependéncia com a temperatura de material
antiferromagnético, nela € possivel observar, em (a@), onde ocorre a transicdo de fase do
antiferromagnetismo para 0 paramagnetismo de Curie-Weiss [16]. A lei de Curie-Weiss &
dada pela Eq. 2.31. Em (b), temos que a susceptibilidade atinge seu valor maximo na

temperaturade Néel, Ty, onde existe um pico bem definido na curva de y contra T.

17K

.. Comportamento
Curie-Weiss

i
, i

A

(b)
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-1
Figura 12 — Comportamento antiferromagnético. O £  diminui com o aumento da
temperatura até TN, quando este transita para 0 estado paramagnético, agora, crescendo
linearmente com a temperatura[16].

257 CurvadeHisterese

Do ponto de vista experimental, as curvas de magnetizacdo contra a intensidade
do campo magnético informam sobre a “dureza’ dos materiais magnéticos, que esta
relacionada com sua anisotropia cristalina. Quando um campo magneético é aplicado sobre um
sistema magnético, como um pedaco de ferro, suas paredes de dominio se movimentam,
aumentando a regido de momentos magnéticos na mesma dire¢céo do campo e causando uma
diminuicéo de sua energiainterna. Para pequenos valores do campo este processo € reversivel.
Entretanto, quando o campo ndo é fraco, o processo torna-se irreversivel, impedindo o sistema
de retornar a sua configuracdo inicial quando o campo é removido. Este é o bem conhecido
fendbmeno de histerese [12].

A histerese é a tendéncia de um materiad ou sistema de conservar suas
propriedades na auséncia do estimulo que as gerou. Podem-se encontrar diferentes
manifestagdes desse fendmeno. Conforme a Figura 12, quando o campo magnético H
aplicado em um material ferromagnético inicialmente desmagnetizado for aumentado este
seguird a curva pontilhada até atingir um patamar constante chamado de magnetizacdo de
saturacdo (Ms). Em seguida diminuindo o campo a partir deste valor, M decresce mais
lentamente seguindo o0 sentido dado pela seta até um valor residual da magnetizacéo para um

campo H nulo, chamado de magnetizacdo remanente (Mg). Para que M chegue a zero, é
necessario aplicar um campo negativo, chamado de forca coercitiva Se H continuar
aumentando no sentido negativo, o material é magnetizado com polaridade oposta. Desse
modo, a magnetizac&o inicialmente sera fécil, até quando se aproxima da saturagdo, passando
a ser cada vez mais dificil. A reducdo do campo novamente a zero deixa uma densidade de
fluxo remanescente, e, para reduzir H a zero, deve-se aplicar uma forca coercitiva no sentido
positivo. Aumentando-se mais ainda o campo, 0 material fica novamente saturado, com a

polaridade inicial.
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Figura12: Curvade histerese [16].

A magnetizacdo apresenta valores diferentes para um mesmo campo magnético
aplicado dependendo do estado magnético anterior da estrutura. H& duas grandezas que
merecem destaque na curva de magnetizagao:

A Remanéncia que € a magnetizacdo do material quando removido 0 campo
externo a partir da saturagéo e a coercividade que indica o campo magnético onde ocorre a

reversdo da magnetizagcdo de uma saturagdo para outra.

2.6 ENERGIASMAGNETICAS

As energias magnéticas explicam a configuragdo magnética do material em
estudo. Como o minimo de energia se d& quando o momento magnético aponta na diregdo do
respectivo campo local, assim, a configuracdo deve ser sempre a que apresente a menor

energia possivel ou que 0s momentos magnéticos apontem para o campo efetivo local [20].
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2.6.1 Energiade Troca (Exchange)

Forgas eletrostéaticas sGo geralmente, muito mais intensas que for¢as magnéticas
de interagdo. A mecanica quantica fornece a explicagdo para essas interacdes eletrostéticas
pela interacdo de troca. De acordo com o principio de exclusdo de Pauli, dois el étrons néo
podem existir em um mesmo estado quantico, portanto devem ter momentos magnéticos
intrinsecos contrarios. De maneira oposta, a repulsio eletrostatica entre dois el étrons tende a
manter 0s momentos magnéti cos alinhados paralelamente.

Para os materiais ferromagnéticos, o equilibrio destas forcas, faz com que hajaum
momento magnético intrinseco resultante. O alinhamento varia se o coeficiente de troca (J)
for positivo (para ferromagnéticos) e negativo (para antiferromagnéticos).

A energia de troca de um dado a&omo i com seus vizinhos é dado por:

Ho=-33;§ .5, (2.35)
j
Seaintegral detroca é isotropicaigual aJe, temos:

He=-JoD. S5 (2.36)
j

2.6.2 EnergiaZeeman

A energia Zeeman nos informa como 0 momento magnético atdbmico interage com

um campo magnético externo H. Quando um campo magnético externo é aplicado, a
magnetizacdo sofre um torque fazendo com que os momentos magnéticos se ainhem na
direcdo do campo. No entanto a orientacdo de cada momento magnético serd dada pela
minimizacdo da energia magnéticatotal do sistema[21].
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3 SISTEMASQUASIPERIODICOS

3.1 ESTRUTURASPERIODICASE QUASIPERIODICAS

Em um trabalho de 1984, Dan Schechtman [70] e colaboradores [26] mostraram a
existéncia de um solido metadlico que exibia um padrdo de difracdo de um cristal
monocristalino, mas com simetria icosaédrica, inconsistente com as translacbes da rede
cristalina conhecidas para um cristal. Estudos tedricos desenvolvidos por Levine e Steinhardt
[27] explicaram esta simetria mediante as figuras geométricas de Penrose em 2D e 3D [28],
que preenchem todo 0 espago, mas que sdo aperiddicas, ou sgja, ndo exibem uma estrutura
periddica regular. O desafio colocado pelos estudos experimentais foi desenvolver modelos
tedricos para caracterizar estas estruturas artificiais.

Este novo solido cristalino, sem periodicidade translacional, foi denominado de
quasicristal ou cristal aperiédico. Embora o termo quasicristal sgja mais apropriado quando
aplicado aos compostos naturais ou as ligas artificiais, em 1D, ndo h& diferencas entre este e
as estruturas quasiperiodicas formadas pelo arranjo incomensuravel de células unitérias
periddicas. Uma motivagdo para o estudo destas estruturas € que elas exibem um espectro de
energia fragmentado semelhante ao conjunto de Cantor [34], revelando um padrdo de auto
similaridade, que € uma caracteristica fundamenta em sistemas fractais. Outro aspecto
fascinante € devido as propriedades coletivas nestes sistemas, como as correlacdes de longo
alcance que sdo observadas em quasicristais e que também estdo presentes em sistemas
quasiperiodicos, fornecendo uma nova descricdo de desordem [29,30], tema bastante
investigado em fisica estatistica.

De fato, a andlise dos espectros da propagacdo da luz, da transmissdo eletronica,
da densidade de estados, dos polaritons, por exemplo, mostra que estes espectros sdo fractais
[31]. Em outras palavras, o comportamento macroscopico do sistema € distinto do
comportamento das suas partes constituintes tomadas separadamente. Uma consequéncia
importante, é que sistemas distintos podem exibir 0 mesmo comportamento critico, ou sgia,
podemos classificar os varios sistemas fisicos em poucas classes de universalidade [32]. Por
analogia, podemos considerar o tOpico de transicbes de fase continua: sabe-se que o

comportamento critico depende somente das propriedades globais, isto é da dimenséo
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geométrica do sistema e das simetrias de seus parametros de ordem, sendo insensivel aos
detalhes das interacBes microscopicas entre &omos ou moléculas [33]. Um exemplo € 0 uso
do modelo de Ising de interacdo entre spins para descrever um fluido. O modelo de spins
classicos de Ising orientados para cima (up) ou para baixo (down) é escolhido paraindicar a
presenca (ou auséncia) de uma molécula no sitio da rede, enquanto as complicadas interactes
entre estas moléculas sao substituidas por um acoplamento de troca entre primeiros vizinhos.
Apesar da sua smplicidade, este modelo reproduz completamente muitos aspectos do
comportamento do fluido préximo da sua temperatura critica[34, 35].

Neste contexto, os trabalhos pioneiros de Merlin e colaboradores em sistemas
quasi periddicos para a sequéncia de Fibonacci [2],[36-37] e a sequéncia de Thue-Morse [38]
em super-redes nanoestruturadas de GaAs-AlAs tém gerado uma atividade de pesquisa
expressiva no campo dos quasicristais. Basicamente, estes sistemas envolvem a definicdo de
dois blocos congtituintes (A e B, por exemplo), cada um deles contendo a informagéo fisica
necessaria, ordenados segundo uma determinada sequéncia. Isto é, eles podem ser descritos
em termos de uma série de geracOes que obedecem a uma relacéo recursiva particular. Além
disso, eles podem ser considerados como sistemas intermediarios entre os cristais periodicos e
0s solidos amorfos [39], sendo um dos aspectos gue tornam estes materiais interessantes para
estudo.

3.2 APLICACOES DASESTRUTURAS QUASIPERIODICAS

As estruturas quasi periddicas consideradas ao longo deste trabalho séo conhecidas
como sequéncias substitucionais, as quais tém sido estudadas em muitas areas da matemética
[40-42], da ciéncia da computacdo [43-44] e da criptografia [45]. Apesar de utilizar conceitos
elementares, a abordagem a ser apresentada produziu resultados de bastante interesse na
matematica e na fisica. Seguem entdo algumas defini¢cbes importantes quanto a quase

periodicidade das sequéncias de substitui¢ao.

Definicdo 1. Um conjunto finito & cujos elementos sdo & = {A, B}, (com A e B sendo dois

blocos constituintes diferentes), que denominamos de alfabeto.
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Definicdo 2: Chamamos de &* o conjunto de todas as palavras de comprimento finito (tal
como AABAB) que podem ser escritas a partir do alfabeto.

Definicdo 3: Definimos como { como uma quantidade que age sobre uma palavra,
substituindo cada letra (por exemplo, A) desta palavra por uma imagem correspondente,
chamada de {(A).

Uma sequéncia é entdo denominada de sequéncia substitucional se ela é um ponto
fixo de {, isto €, se ela permanece invariante quando cada letra na sequéncia € substituida por
sua imagem em (. As sequéncias substitucionais mais interessantes e que tém atraido a
atencéo dos fisicos séo:

a A sequéncia de Cantor, onde as regras de substituicdo sdo
A—¢(A)=ABA B—¢(B)=BBB;

b) A sequénciade Fibonacci, onde A—¢ (A)=AB, B¢ (B)=A;
) A sequénciade Thue-Morse, onde A—¢ (A)=AB, B—¢ (B)=BA;
d) E asequénciade periodo duplo, onde A—¢ (A)=AB, B—¢ (B)=AA.

Vamos agora continuar as definicdes das sequéncias de substituicdo mencionadas.

3.3 SEQUENCIA DE CANTOR

Provavelmente a mais conhecida e simples geometria fractal deterministica é a
triadica sequéncia de Cantor [46]. Esse conjunto € obtido através da repeticdo de uma regra
simples: dividir qualquer segmento em trés partes iguais, e em seguida, eliminar a central
(podemos chamar isso de sequéncia de Cantor inicia), e com isso repetir este processo
continuamente. Por exemplo, se comegarmos algebricamente com o conjunto fechado

S =[0,3] de todos os niimeros de 0 a 3 e retira-se o terco central aberto, ficamos com um par

de intervalos fechados [0,1] e [2,3] representando S;. Os tergos médio abertos em cada um

destes intervalos seria removido novamente para produzir quatro intervalos menores
representando S, e assim por diante. Depois de diversas etapas, teriamos um grande niUmero
de pequenos interval 0s, separados por interval os de vérios tamanhos.
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Para aplicagdes em blocos de construcdo de estruturas de multicamadas, € mais
apropriado considerar em vez disso a chamada sequéncia de Cantor de saida. Isto tem sua n-

ésima fase definida em termos da fase anterior pelo S, =S, B, S,.1, com as condigdes
iniciais considerando S;=A e S = AB/A. Nesse caso By, para uma sequéncia de n-ésima
fase difere da base B; (=B) para a primeira fase s6 pela sua espessura, dg =3""dp .

Podemos também construir a mesma sequéncia, mais diretamente usando as transformagoes
A— ABA, B — BBB.

Al B A
A T
dy ;
..-" '\._\.\‘
Al E A JB v B | '|.|
.;f-lrﬂ =
M . B - |
\[B A B (A B A 98 v B oA n \ B A
1 | b l 1 A |
o B
P

Figura 13: Ilustracdo esquematica as sequéncia de Cantor [47].

As geragOes de Cantor sdo (Fig. 14)
S=A S =ABA S,=ABABBBABA etc. (3.2
e s80 mais claramente representados pelo esgquema de expansdo diagramética mostrado na
figura 2.

3.4 SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci é o exemplo mais antigo de uma cadeia aperiddica de

nimeros. Ela foi desenvolvida pelo matematico e comerciante Leonardo de Pisa em 1202,
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cujo apelido era Fibonacci, que significa filho de Bonacci. Essa sequéncia surgiu quando ele
investigava o crescimento de uma populagdo de coelhos em um cen&rio ideal, onde um casal
inicial de coelhos em um ambiente fechado, sem mortes e admitindo que cada casal de
coelhos nascem de um par fértil depois de dois meses, da origem a uma populacdo gque cresce
segundo uma sequéncia bem definida, que & {1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...}, onde o préximo
termo da série é obtido somando os dois termos anteriores [47]. Na literatura, vamos
encontrar estudos que mostram que a sequéncia de Fibonacci esta associada aos voos das aves
predadoras que descem sobre suas presas seguindo uma espiral, a disposicado dos galhos nos
troncos das arvores e das folhas nos galhos, as espirais formadas pelos gomos na casca do
abacaxi, entre outras evidéncias [48,49]. Este € 0 aspecto particularmente interessante da
sequéncia de Fibonacci, pois instiga o pesguisador a procurar entender arazéo da escolha pela
natureza desta sequéncia especifica.

Na Fisica de materiais, a estrutura de Fibonacci pode ser redizada
experimentalmente por justaposicéo de dois blocos constituintes de base A e B, de tal forma

que a n-ésima fase do processo, S, é dada pelaregrarecursiva: §, =S, 1S, », paa nx2,
comegando com S;=Be S =A. Ela tem a propriedade de ser invariante sob a

transformacéo: A— ABeB — A.

Figura 14: llustracdo esquemética as sequéncia de Fibonacci a partir da geracéo S2 [47].

As geracdes de Fibonacci sdo (Fig. 15):
S$=B; §=A S,=AB;, $;=ABA S,=ABAAB; elc. (3.2).
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O numero de blocos aumenta em conformidade com o nimero de Fibonacci:

F,=F,1+F,>, com Fy=F =1. Além disso, a raz&o entre o numero de blocos de A e o
nimero de blocos de B na sequéncia tende a0 nimero conhecido como “razdo aurea”;
T= (1+ \/5)/ 2 = 1,62, paran grande. E interessante notar que todos os nlimeros de Fibonacci
podem ser gerados a partir da razdo aurea da relagdo: F,=[r" —(—r)‘”]/\/g. Isso significa

gue uma sequéncia de nUmeros racionais, ou sgja, 0s numeros de Fibonacci de valores inteiros

podem ser obtidos de poténcias de nimeros irracionais [47].

35 SEQUENCIA DE THUE-MORSE

A sequéncia de Thue-Morse surgiu a partir dos resultados de estudos sisteméticos
sobre cadeias aperiddicas iniciadas por Thue [46] em 1906. Depois, em 1921, Morse [51,52]
fez uma importante contribuicdo para esta sequéncia no contexto da dinamica topoldgica.
Embora haja vérias maneiras de definir a sequéncia de Thue-Morse, pode-se provar que todas

s80 equivaentes. Em sua forma mais simples, a sequéncia de Thue-Morse pode ser definida

pela relagdo recursivas S,=S, 1511 S =515, (paan > 1), com S,=AeS} =B.
Outro modo de construir esta sequéncia é atraves daregrade inflacdo: A— ABe B — BA.

Figura 15: llustracd@o esguemética as sequéncia de Thue-Morse a partir da geracéo S1 [47].

As geracOes de Thue-Morse sdo (Fig. 16):
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S=A S =AB; S,=ABBA; S;=ABBABAAB; etc. (3.3)
O nimero de blocos neste sistema quasi periodico aumenta com 2", onden =0, 1,

2, 3,... indica a geracéo da sequéncia de Thue-Morse, enquanto a razéo do nimero de blocos
de A em relacdo ao nimero de blocos de B é constante eigua a unidade.

3.6 SEQUENCIA DE PERIODO DUPLO

A sequéncia de periodo duplo € uma das cadeias aperiodicas mais recentes. Ela
tem origem no estudo de sistemas dindmicos [53] e em aplicagdes a laser para fibras Opticas
ndo lineares [54]. Suarelacdo recursiva € um pouco semelhante ao caso de Thue-Morse: o n-
ésimo estégio édadopor S, =S, ;S eSS =S,.1 Shy paan>1,com Sy=AeS =B.E
também invariante sob a transformacdo A— AB e B — AA, 0 que torna a distincdo mais

clara

Figura 16: llustracdo esquematica da sequéncia de Periodo Duplo [47].

As geracdes de periodo duplo sdo (Fig. 17):
S=A S =AB; S,=ABAA S;=ABAAABAB; etc. (3.4)
O numero de blocos para esta sequéncia aumenta com n como na sequéncia de

Thue-Morse, ou sgja, 2", onde n é o nimero da gerago. Contudo, a razo entre o nimero de
blocos de A em relacdo ao nimero de blocos de B ndo é constante: ela tende a 2 quando o
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nimero de geragBes vai para infinito. Além disso, os blocos B ocorrem sempre isoladamente,
como Nno caso da sequéncia de Fibonacci, mas ao contrario da sequéncia de Thue-Morse.
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4 METODO DE MONTE CARLO

4.1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, gracas aos avangos dos computadores (“hardware”), das
técnicas de programacdo (“ software”’) em contraposi¢do das grandes dificuldades exigidas dos
métodos tradicionais experimentais de alterar certos parametros fisicos aplicados ao estudo
das propriedades dos fendmenos criticos, as ssmulacbes computacionais, que antes usavam
um conjunto de operacdes no qual deveria se repetir centenas de vezes, agora passou a ser
feita de uma Unica vez facilitando a obtencdo dos resultados, passando a exercer uma
profunda influéncia no progresso das pesquisas em Mecanica Estatistica[55].

Na M ecénica Estatistica as simulagdes computacionai s tém como principio de que
com um computador e um programa que tenha sido construido apropriadamente, ira servir
para ssmular um comportamento real de um ensemble de sistemas, de forma a obter uma
andise estatistica da trgetdéria nos permitindo estimar determinadas previsdes das
propriedades do mesmo.

Ha duas classes gerais de ssimulacdes. O Método da Dinamica Molecular, e 0
Método de Monte Carlo (MMC). Este Ultimo é muito utilizado para o estudo do
comportamento termodindmico de sistemas macroscopicos, cuja diferenca do método de
dindmica molecular é o uso de uma sequéncia de niumeros aeatorios [56]. Neste trabalho
usaremos 0 MMC em modelos de rede de Ising. O MMC em fisica computacional €
possivelmente uma das mais importantes ferramentas de abordagens numéricas para estudar
0s problemas mateméticos que abrangem todas as disciplinas cientificas, tais como, fisica,
guimica e até das ciéncias sociais e econdmicas [57,58]. A idela desse método baseia-se na
realizacdo de experimentos de amostragem estatistica em computador das configuragdes do
sistema a ser estudado, que dependem de parametros com N-pontos em M-dimensbes de
espaco para calcular os valores aproximados das grandezas desse sistema usando nimeros
aeatorios.



48

4.2 HISTORIA DO METODO DE MONTE CARLO

O MMC surgiu nos anos quarenta durante o projeto Manhattan na Segunda
Guerra Mundial pelos fisicos S. Ulam, E. Fermi, J Von Neumann e N. Metropolis (entre
outros) trabalhando no projeto de armas nucleares no laboratorio Nacional Los Alamos. Eles
consideraram a possibilidade da utilizagdo desse método, que envolvia a smulacdo direta de
problemas probabilisticos relacionados com o coeficiente de difusdo do néutron em certos
materiais. Apesar de chamar a atencéo dos cientistas, o desenvolvimento ordenado dessaideia
teve de aguardar o trabalho de Harris e Herman Kahn em 1948 no qual Fermi, Metropolis e
Ulam usaram 0 MMC para determinar estimativas para autovalores da equagcdo de
Schrodinger. Muito antes disso, niUmeros e grandezas aleatérias ja tinham sido usados na
investigacdo de problemas matematicos, mas Von Neumann e Ulam em 1945 contribuiram
para mostrar que varios problemas mateméaticos poderiam ser tratados através de um andogo
probabilistico [59].

O nome desse método € uma referéncia ao principado de Ménaco, por causa de
uma roleta, um gerador de numeros aeatério ssmples. O nome e o0 desenvolvimento

sisteméatico do método de Monte Carlo datam de cerca de 1940.
4.3 MEDIDASDE GRANDEZAS TERMODINAMICAS

A mecanica estatistica de equilibrio tem por objetivo descrever as propriedades
macroscopicas de um sistema por meio de médias sobre os seus estados microscopicos e
descritas por meio do ensemble candnico. A funcéo de particdo, a partir da qual € possivel
obter as propriedades termodinémicas do sistema, para um sistema em contato com um

reservatorio térmico atemperatura T, pode ser escrita como:
Z:Ze_Ei/kBT =Y e?h (4.1)
i i

1 . . e
onde S = T (kg € aconstante de Boltzmann) e T é a temperatura e onde a soma é feita
B

sobre todos os estados i do sistema com energia E; e, portanto, depende do tamanho do
sistema e 0 nimero de graus de liberdade para cada particula. Também é possivel escrever a
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funcéo de particdo para sistemas sujeitos a alguma outra restricéo além da temperatura, como
por exemplo, serem mantidos a pressao constante ou submetidos a campos magnéticos.

Uma quantidade que pode ser definida a partir da Eqg. (4.1) e que estabelece a
relacdo entre a termodinamica e a parte estatistica € chamada distribuicdo de Boltzmann, a

qual é dada pela seguinte expressao:

1 _se
p=—e’" (4.2)

e estabelece a probabilidade do sistema ser encontrado em um dado estado microscopico i.

Com o conhecimento desta probabilidade, é possivel calcular o valor esperado <Q> do

observavel Q por meio da expressao:
<Q>:ZQ| P :%ZQ e’s ; Z p =1 (4.3)

ou sgja, amédia do observavel os microestadosi é ponderada pelo peso de Boltzmann de cada
estado.
Uma vez que determinamos os potenciais de interagcéo entre as particulas e os

vinculos aos quais 0 sistema esta submetido, podemos escrever a funcéo de particdo. O
problema est4 na realizacdo explicita do célculo devido a0 nimero muito grande de
microestados no somatério da Eq. (3.1). Neste contexto, modelos bastante simplificados se
tornam importantes na tentativa de descrever os fendmenos fisicos observados em sistemas
reais (muito mais complexos), dentre os quais destacamos 0 modelo de Ising [60]. A solucéo
usual para sistemas grandes € realizar o caculo utilizando apenas um subespaco dos estados
do sistema, o que implica em tornar os resultados imprecisos. Nas simulactes de MC escolhe-
se aleatoriamente um subconjunto com N estados de acordo com uma dada distribuicéo de
probabilidade p;. A estimativa é dada pela quantidade Q, medida por:

N

>.Qpe’s

i1

Qu="f——
> ple”
i-1

(4.4)

Qn, € 0 estimador de Q, torna-se uma estimativa mais precisa de <Q> a medida que N

aumenta, no limite em que N — oo, temos Qy :<Q> . Dois detalhes a considerar: (1) se os N

estados forem escolhidos a0 acaso, isto €, todos tem a mesma probabilidade, apenas uma
fragdo muito pequena do espaco de fase do sistema seréd usada no calculo do estimador; (2)
diz respeito a contribuicdo dos estados visitados no célculo do estimador, j& que o peso de
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Boltzmann é uma funcéo exponencial, somente estados com energias proximas a do estado de
equilibrio terdo uma contribuicdo expressiva na soma.

Com afuncédo de particdo podemos determinar as funcdes termodinamicas. Assim
vamos definir: Energiainterna, calor especifico, entropia e susceptibilidade magnética.

A energia interna U do sistema é calculado pelo valor médio de (E) esperado

para a energia, da seguinte forma,
U= %z Ee’ (4.5)

Com as equacoes (4.2) e (4.4) temos:

0 _ 0 ggre _ > Ee’ =-7U (4.6)
B PB5 i
ou sgja,
:_ia_Z:_alogZ' 47)
Zop op
Ja o calor especifico C é obtido através da derivagéo da energiainterna U, assim:
C_au_%au_ 1 oU 4.9)

T TP kT2 B

Partindo da equagéo (3.6), conclui-se que:

0%logZ
C=k.B° 4.9
52 (4.9
A entropia é determinada por:
s=-%F _i|mnz-L % (4.10)
oT Z op

onde F =-k,T InZ éaenergialivre de Helmholtz.
A susceptibilidade magnética mede a resposta ha magnetizacdo devido a variagdo

do campo magnético. Assim temos:

oM oHY" (o%F )"
TloH ) \am ) (am? )
jaque,
oF
= = 412
X [GM jH (4.12)

Com isso, temos.

7 =Bus(S2)-(S.) )= us (8S, (4.13)
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44 AMOSTRAGEM E ALEATORIEDADE

A amostragem aleatéria simples é o tipo de amostragem probabilistica mais
utilizada. Da exatidao e eficacia a amostragem, além de ser o procedimento mais facil de ser
aplicado a todos os elementos do sistema a ser estudado, que tem a mesma probabilidade de
pertencerem a amostra. O processo consiste em selecionar uma amostra “ n” a partir de um
sistema “ N”. Gerdmente a selecdo é feita sem reposicéo e cada amostra € feita unidade a

unidade até que se atinja 0 numero pré-determinado.

A paavra aeatoriedade € utilizada para exprimir quebra de ordem, proposito,
causa, ou imprevisibilidade em uma terminologia ndo cientifica. Um processo aleatorio é o
processo repetitivo cujo resultado ndo descreve um padrdo deterministico, mas segue uma
distribuicéo de probabilidade. O termo aleatdrio é frequentemente utilizado em estatistica para
designar uma propriedade estatistica bem definida tal como uma quebra de uma neutralidade
ou correlacdo. Um numero aleatorio € um nimero que pertence a uma série numérica e néao
pode ser previsto a partir dos membros anteriores da série. O conceito de nimero aeatério €
um conceito relativo a série numérica a gue o nimero pertence. Um ndmero pode ser aleatério

numa série numeérica e nao aleatdrio noutra.

O fato dos sistemas reais terem um numero muito grande de estados
microscopicos faz com que o resultado das observacdes experimentais seja uma manifestacdo
de somente uma parte dos estados do sistema, notadamente agueles que foram visitados
durante a realizacdo da simulagdo. Esta observacdo € um indicio de que o sistema esta
realizando uma espécie de amostragem por importancia, o que fortalece a idela da
possibilidade de determinacdo das propriedades termodinamicas de interesse, utilizando
apenas uma peguena fracdo dos estados presentes no sistema e com isso preservando a

semelhanga entre a simulagéo e experimento.

A forma usua de reproduzir as observagdes nas simulagles é feita por meio da
utilizacdo de um algoritmo capaz de gerar, a partir de um estado inicial, outros estados
semel hantes de acordo com o seu peso de Boltzmann. Entéo, ao invés de escolher os estados
de forma uniforme, isso € feito de forma que um dado estado i seja escolhido de acordo com a

distribuicdo de Boltzmann. Esta escolhafara com que aEq. (4.4) sga
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Qn =%ZQ. (4.14)

Resultando em uma equacdo mais simples onde os fatores de Boltzmann foram
cancelados e ndo ha referéncia explicita a funcdo de particdo. Como esta expressao funciona
muito melhor que a Eq. (4.4) devido o sistema estar passando a maior parte do tempo em um
nimero pequeno de estados ja que estes estados serdo escolhidos mais frequentemente e que
possuem pesos expressos no cdlculo do estimador. Ser4 necessario um mecanismo que
permita que cada estado escolhido tenha 0 mesmo peso de Boltzmann, para isso vamos fazer

uso dos processos de Markov [60,65].
4.4.1 ProcessosdeMarkov

Este consiste em uma ferramenta matematica, na qual se podem gerar sucessivos
estados independentes do estado anterior. Esse tipo de processo (estocastico) € aplicado a um

sistema no estado u num determinado tempo, 0 qual gera um estado v num tempo seguinte
de forma que, se partirmos do mesmo estado inicial, nem sempre serd gerado 0 mesmo estado
final. A probabilidade do estado final v ser gerado a partir do estado ¢ € denominada de
probabilidade de transicéo P(,u —>v) gue é caracterizada por depender somente das
propriedades dos estados inicial e final, ndo mais do tempo. O significado é que uma vez que

0 sistema estgja no estado 1 a probabilidade do sistema gerar 0 estado v € sempre a mesma,

ndo importando o que tenha acontecido anteriormente. As probabilidades de transicdo estéo

sujeitas aos vincul os.

Plu—-v)=0, > Pu-v)=1 (4.15)

pois a partir do estado v , outro estado é gerado ou o sistema permanece no estadov .

Numa simulacdo de Monte Carlo, uma sequéncia de passos € realizada nos
processos de Markov, o qua da origem a uma cadeia de Markov de estados [60]. A Figura 18
mostra um exempl o dessa cadeia de um sistema com apenas quatro estados.
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Figura 17: Cinco sucessivos processos de Markov, formando uma Cadeia de Markov de
estados.

Temos um sistema com apenas quatro estados e inicialmente ele se encontra no
estado u = 3, e a partir deste escolhemos aleatoriamente um novo estado v seguindo as
condic¢des do processo de Markov [63].

Partindo desta cadeia podemos estimar a probabilidade p, de o sistema estar no

estado v no tempo t,, p, (t,), dado que este se encontrava num estado u anteriormente,

tn—ll
B, (tn)=p, (tn-1)P(u—v) (4.16)

A chamada equacdo mestra considera a mudanca desta probabilidade, com o

tempo, p, (t,), tratado de forma continua ao invés de discreta [6)].

RS 5 0PE u)+ T, ()Pl ) (417)

A caracteristica principal do processo de Markov pode ser vista na equacdo
mestra: conhecendo o estado inicial do sistema no tempo t podemos estimar completamente a
evolucéo temporal da distribuicdo de probabilidades que esta associada a ele, isto €, umavez
gue o préximo estado é gerado com base no conhecimento do estado anterior.

Os processos de Markov sdo indispensaveis quando sdo executados por um tempo
relativamente grande, pois é possivel gerar a comegar deles uma sucessdo de estados com
probabilidades obedecendo a distribuicdo de Boltzmann. Para que isto ocorra outras duas

condicdes devem ser satisfeitas: a ergodicidade e o balango detalhado.



4.4.2 Ergodicidade

A condicdo de ergodicidade assegura que qualquer estado do sistema pode ser
atingido a partir de qualquer outro estado via sequéncia de processos de Markov. Esta
condicdo permite que algumas das probabilidades de transicdo entre estados sgjam zero, mas
deve existir pelo menos um caminho de probabilidades de transicdo diferente de zero entre
quaisquer dois estados do sistema. Se isto ndo ocorrer, um estado A ndo podera ser gerado a

partir do estado inicial e a probabilidade do estado p, serazero e néo o valor correspondente

adistribuicdo de Boltzmann [60].
4.4.3 Balancgo Detalhado

O balanco detalhado consiste na garantia que quando uma longa cadeia de
Markov é realizada, a distribui¢go obtida é a distribui¢do de Boltzmann. Desde que o sistema
atinja o equilibrio, as probabilidades de o sistema ir para o estado u e sair deste devem ser
iguais, isto &
D pPlu—>v)=>nPy—>u) (4.18)
v U
Esta condicéo garante a existéncia de uma distribuicdo de equilibrio [61]. Estaé a

chamada condicéo de balanco detalhado e nos diz que na média o sistema deveir de u para
v damesmaformaque eleva dev para u . Estacondi¢cdo garantira que a cadeia de Markov
ira gerar uma distribuicdo de probabilidade Unica para tempos longos. Desgiamos que a
distribuicéo obtida seja a distribui¢do de Boltzmann, devemos escolher as probabilidades de

transicéo entre os estados ¢ parav de acordo com a condicéo:

Plu—v)_p _s(E-5) (4.19)

PV —u) p,
Nessas condices, agora se faz a escolha conveniente para a distribuicdo de
probabilidades P(u —v ) que deve satisfazer as EquagBes 4.15 e 4.19. Feito isso, SO nos resta
desenvolver um algoritmo que implemente a criacdo da cadeia de Markov de estados,

obedecendo a condicéo de ergodicidade. Em seguida, esperamos que 0 sistema alcance o
equilibrio de forma que a distribui¢éo de probabilidades de estados p,, da Equacéo 4.17 sgja
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uma distribuicdo de Boltzmann. Passado esse tempo podemos calcular o valor médio da
grandeza Q da Equagéo 4.3.

4.4.4 Dinamicasde Evolucéo

Considerando o modelo de Ising e que a probabilidade de transicdo ndo se da de
uma unica forma, existem vérias maneiras de escolher como o spin ira ser invertido (“flip”)
para analisar os diversos estados microscopicos do sistema. Entre estas maneiras, conhecidas
como dindmicas de evolucdo, estdo a dindmica de Metropolis, a dindmica de Glauber e o
Banho Térmico. A seguir sera apresentada uma tabela que representa a probabilidade de
inversdo de um spin [60]:

Dindmica Probabilidade

o S =sgn| § ————5— |; & €um ndmero aleatdrio uniformemente
Banho Térmico TS

distribuido entre 0 e 1.

1 J
Glauber 5{1— S tanh[ T <Z S ﬂ

D)

AE
Metropolis min (l e’ ]

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidades nas dindmicas de Banho Térmico, Metropolis e
Glauber.

Segundo Stanley e colaboradores [66], a forma como o spin ird ser invertido
(“flip”) para analisar os diversos estados microscopicos de um sistema dindmico produz uma
discrepancia nos resultados, isso decorre da diferenca nas defini¢oes de probabilidade de cada
dindmica, 0 mesmo ndo ocorre no estudo de propriedades de equilibrio.
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445 Algoritmo de Metropolis

No método classico de Metropolis, apresentado iniciamente em 1953 em seu
artigo [62], as configuragbes sd0 geradas a partir de um estado anterior usando uma
probabilidade de transi¢cdo que depende da diferenca de energia entre os estados inicial efinal.
Esse método é utilizado com o objetivo de determinar valores esperados de propriedades do
sistema simulado, através de uma média sobre uma amostra. As probabilidades de transicéo
sS40 dadas por

e_ﬁ(E‘_Ej) se AE>0
1 se AE<O

W(S —»S) :{ (4.20)

onde AE = E; - E;. Como W(§ — S) € uma grandeza diferente de zero para todos os estados §
e §, acondicdo de ergodicidade é obedecida.

Previamente devem ser escolhidos o tipo de rede e as condi¢bes de contorno
usadas na simulacdo. As configuracbes iniciais usuais S80 aguelas com 0s spins
completamente ordenados ou desordenados. Um novo estado resulta da mudanca do valor do
spin [64]. Para sistemas de spins, a sequéncia do agoritmo de Metropolis consiste no
seguinte:

1. Especifica-se uma configuracdo inicial aleatéria para os spins, ou sga, com valores
aleatdrios paratodos os graus de liberdade do sistema, respeitando as suas restricoes.

2. Um sitio de rede € escolhido (al eatoriamente ou sequencial mente).

3. Calculase a variacdo de energia do sistema AE resultante da mudanca do valor do
spin.

4. Se AE <0, a configuragcdo é de aceitar; ja que este estado é mais provavel que o
anterior, segue-se para 0 passo 8. Se AE >0, a configuracéo deste estado € menos
provavel, mas ndo € impossivel, segue-se para o passo 5.

5. Calcula-se a razdo entre as probabilidades que d& a transicdo entre estados devido a
uma flutuagéo.

6. Decide-se se a configuracdo do passo 4 € de aceitar ou ndo: para isso, gera-se um

numero aleatério0 < A < 1.

—BAE

7. Se A<e , 0 Novo estado € aceito, caso contrario el e é recusado, e se mantém o

estado anterior.
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8. Retorna-se até o passo (2), até que algum critério de parada sgja satisfeito. Cada uma
dessas repeticdes € dita um passo Monte Carlo (MC).

9. Calculam-se as grandezas fisicas que quisermos (energia do sistema nagquela
configuracgao, valor de magnetizacéo, calor especifico, etc.) para que se possa fazer a
meédia no fim. Volta-se depois ao passo 1, para gerar nova configuragéo.

O intervalo entre duas configuragBes sucessivas geradas pelo agoritmo é no
minimo de um passo de MC por sitio, definido como 0 tempo necessério para se percorrer a
redeinteira

Outro fator relevante neste método, além das exigéncias impostas pela dinamica
de evolucdo, como ergodicidade e balanceamento detalhado, € a maneira pela qual os spins
sd0 atualizados pelarede. A atualizagdo usada na literatura varia desde a escolha aleatéria de
cada spin individualmente parainversao, até ainversao aeatoria paralela, ou sgja, varios spins
a0 mesmo tempo, e a atuaizagdo seguindo uma determinada sequéncia pré-definida néo
deatoria. Outro ponto importante € quanto a inicializagdo do sistema, que pode ser ordenado

ou desordenado.
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5 METODO MONTE CARLO APLICADO AO MODELO DE ISING
QUASIPERIODICO

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos 0 modelo de Ising quase periddico para sistemas
bidimensionais, utilizando simulagdes de Monte Carlo. Sabe-se que, quando se implementa
umarede de spins em simulacdo computacional é usual estabel ecermos algumas condicdes de
contorno para amenizar os efeitos do tamanho finito da rede e eventualmente eliminar os
efeitos de borda E conveniente ressaltar que devido os spins interagir somente com seus
vizinhos, devemos assegurar que todos os spins tenham o mesmo nuimero de vizinhos,
portanto, todos 0s spins sdo equivalentes e o sistema é invariante por translagéo.

Ao final apresentaremos os resultados das simulacdes e a andlise dos dados
obtidos, os gréficos da energia, magnetizacdo, calor especifico e susceptibilidade no intervalo
da temperatura estudado onde as transicOes de fase sd0 observadas. Os resultados podem

entdo ser comparados com outros encontrados na literatura.

52 APRESENTACAO DO MODELO

O modelo de Ising € 0 mais simples e por isso 0 mais estudado na Mecanica

Estatistica. Ele representa um magneto no qua os spins § est@ fixos nos sitios i de uma

determinada rede. Em nosso caso, vamos considerar uma rede quadrada (L x L) em duas

dimensfes. Cada dipolo dela pode possuir apenas dois valores (S = il), representando a

componente do momento atémico ou molecular na direcdo do eixo de facil magnetizacdo do
sistema. Desse modo, este possui 2" estados, onde N é o nimero total de sitios. A energia,
portanto, de qualquer estado particular destes pode ser extraida diretamente do Hamiltoniano
delsing H'. O hamiltoniano do modelo de Ising cléssico deste trabalho € apresentado a seguir:
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H= kT(ZS S, +123 S J (ZSA+ZSBJ (5.)
Podemos simplificar, e reescrever da seguinte forma:

H=- kT (SA S, +48,S,)+HY(S,+S,) (5.2)

onde o primeiro termo é a energia de troca entre dois materiais e o segundo termo € a energia
Zeeman. A e B representam os materiais magnéticos e 1 € arazéo entre as constantes de troca

Jg/J,, de cada material. Cada nova geragdo € obtida por meio de dizimaggo, visto que um

aumento no tamanho da rede pode inviabilizar a simulacdo. Os materiais magnéticos A e B
S80 sequenciados a partir de uma sequéncia de Cantor, conforme apresenta o capitulo 3.

Em temperaturas baixas, dificilmente os spins trocam de orientagdo, pois a
probabilidade é desfavoravel. Com o aumento da temperatura, alguns spins mudam de sentido
e a0 passar pela T¢, 0 sistema tende a anular a magnetizacdo total. Através de simulagéo
numeérica, vamos analisar as propriedades de equilibrio, iniciamente para o caso simples de
um Unico dominio ferromagnético na auséncia de campo externo (H = 0). Utilizamos para
isso uma dindmica de single-spin-flip, na qual viramos um spin por passo na simulagdo de
Monte Carlo. O sistema sO entra em equilibrio depois de um determinado nimero de passos
durante a simulagdo, denominado tempo de relaxamento, antes que medidas de quantidades
termodindmicas sgjam realizadas. A convergéncia para configuragdes de equilibrio depende
de alguns fatores como o tipo de sistema (interagdes, dimensionalidade da rede e dos spins),
temperatura (distancia a temperatura critica), algoritmo utilizado, etc.

Existem vérios procedimentos para estimar o nimero de configuracfes que devem
ser descartadas antes das medidas serem realizadas. No entanto, 0 método mais utilizado para
estimar este nUmero € fazer um grafico de agumas quantidades de interesse (tal como,
magnetizacdo, energia total, calor especifico) em funcéo da temperatura. Observando esses
graficos devemos perceber qual o momento em que a grandeza comecga a flutuar em torno de
um valor fixo.

A existéncia de picos acentuados no calor especifico e susceptibilidade, € uma
outra evidéncia da transicéo de fases. Esses picos estéo presentes devido a grandes flutuactes
na energia e na magnetizacdo na regido critica. Com o aumento da rede, a altura dos picos
cresce e alargura diminui tal que no limite termodinamico essas quantidades devem divergir
emT=Tec.
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5.3 RESULTADOS

A seguir, serdo apresentados os resultados deste trabalho, baseados nas
informagdes apresentadas na secao anterior. Modelos de Ising aperiodicos unidimensionais
s80 exatamente solUveis [67] a [69], porém modelos bidimensionais aperiddicos oferecem
uma dificuldade muito maior. Nestes modelos, por serem quanticos, surgem termos de

energias discretas, 0 mesmo ndo ocorre neste trabal ho, por ser cléssico.

5.3.1 Verificacdo dos Valores mais Adequados para as Simulactes

Com o interesse de definir valores minimos adequados para o trabalho, foram
realizadas algumas simulagdes para comparacdo de tamanho adequado a rede, quantidade de
passos de Monte Carlo e Temperatura Critica (T¢). Nas figuras 19 a 21 apresentam 0s
comportamentos da energia, magnetizacdo, calor especifico e susceptibilidade com relacéo ao

tamanho da rede. Percebemos que redes de tamanho 50x50 ja apresentam resultados
satisfatorios, com umatemperatura criticaigua a 2,3 (KBTC / J ) gue é proximo do resultado

exato obtido por Onsager (2,2692) [8], o que d& um erro préximo de 1%. E possivel obter
erros menores com o aumento do tamanho da rede e com uma maior discretizagdo da
temperatura. Por estes motivos escolhemos redes de dimensdes maiores que 100x100.

Nas figuras 22 a 25, sdo apresentados resultados para diversas quantidades de
passos de Monte Carlo, e percebe-se que com 1000 passos O sistema ja converge
satisfatoriamente, exceto para a susceptibilidade, mas com 10.000 passos 0 sistema ja
converge totalmente para os valores desgjados. Mesmo que a amplitude do calor especifico e
da susceptibilidade sgam diferentes, a temperatura critica € do valor esperado. Para este
trabalho, adotamos 10.000 passos de iteracdo para cada calculo, pois este valor ja se mostrou
adequado.

Também foi andisada a quantidade adequada de passos para termalizacéo,
apresentada nas figuras 26 a 29. Variaram-se 0s passos de termalizacdo mantendo-se todo o
restante dos parametros constantes, e verificou-se gue para um sistema de tamanho razoavel, e
com uma quantidade de passos de Monte Carlo adequada, a termalizacdo néo se torna critica

Ou sgja, 0 sistema ndo é muito sensivel a valores pequenos de termalizacéo, o que era de se
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esperar, quando se tem uma quantidade razoavel de passos de Monte Carlo. Por este motivo,
adotou-se uma quantidade de termalizacéo igual a 10% da quantidade de passos de Monte
Carlo.

O efeito do campo magnético externo sobre as propriedades do sistema foi
verificado nas figuras 30 a 33. Nestas figuras percebe-se que na presenca de campo magnético
ndo h4 transicdo de fases, como se verifica pela auséncia de picos nas curvas do calor
especifico e da magnetizacdo. Na curva de magnetizacdo se vé que o sistema fica no estado
ordenado, quando se tem a presenca do campo magnético, como era de se esperar.

Por fim, levantou-se uma curva de histerese e do comportamento da energia neste
processo, figuras 34 e 35. Veificase que proximo da temperatura critica

(J/Kg To=0,44068) a energia mostra um patamar que tende a ficar horizontal na

localizagdo do pico, mostrando a transicdo de fase. E no outro gréfico € apresentada a
formacgéo da histerese abaixo da temperatura critica. Nestes gréficos optou-se por apresentar o
inverso datemperatura, devido ser mais adequado para se analisar 0 que ocorre atemperaturas
muito atas, dém do que € 0 que se usa normamente na literatura da &rea de Mecénica
Estatistica.
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Figura 32: Calor especifico para 0 modelo de Ising na rede quadrada para varios vaores de

campo externo.



77

250
200 r
. i
= 15¢ —_—
m -
3 - —— =y
‘g. I —4—H=0,2
A
q e i —B|-H=05
i ——H=1,0
- —8—H=20
50 F N=100x100
MC=100000
Termalizagdo = 10000

0103 0503 0801F B35S XFES 23 023 25 23 29 Gl

KeT /)
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5.3.2 Resultadosdeste Trabalho

Aqui estudamos os efeitos do sequenciamento aperiddico de estruturas magnéticas
no modelo de Ising. Percebe-se claramente uma competicdo entre as camadas magnéticas
guando as mesmas séo ferromagnéticas, com o surgimento de mais de uma temperatura de
transicdo de fases. No caso de um materia ferromagnético com um materia
antiferromagnético, se percebe uma competicdo mais fraca, visto que o antiferromagneto tem
magnetizacdo nula, por isto, surge apenas uma temperatura de transi¢do, visto que adotou-se 0
mesmo valor, em médulo, para os termos de exchange das duas estruturas.

Neste model o chamamos de 12 geragdo de Cantor o modelo de Ising classico puro,
com um materia magnético A. Chamamos de 22 geragdo, 0 sequenciamento ABA, a 3
geracéo serA ABABBBABA, conforme apresenta o capitulo 3, e assim por diante. O material
magneético A é diferenciado do material B, apenas pelo termo de exchange.

Devido a presenca de dois materiais ferromagnéticos diferentes, percebe-se das
figuras 36 a 41, a presenca de duas transi¢oes de fase, devido aos picos no calor especifico e
nos "degraus’ formados na curva de magnetizacdo. O valor de A é 0 responsavel pelo
aparecimento da segunda temperatura de transicéo, e de seu valor.

As figuras 42 a 47 apresentam histereses magnéticas para varios vaores de A.
Quando A > 0, temos o aparecimento de uma competi¢ado entre os materiais A e B. Quanto
menor a geracdo de Cantor, maior quantidade do material A, por isso a histerese dominante e
a temperatura critica dominante sdo deste material, mas com o aumento da geragéo, ha um
aumento gradual e predominio do material B. Com isso, a histerese é radicalmente aterada
tornando-se aos poucos, igual a histerese magnética do material B, se ele tomasse conta de
toda a rede. Quando A < 0, percebe-se que a histerese magnética surge de forma timida, com
baixo campo coercivo e baixo campo remanente, porém aumentando a coercividade e a
remanéncia, com o aumento de J/ kg T. Percebe-se também que, quando se compara cada
geracao, a remanéncia e a coercividade s&0 menores, quanto maior for a geragéo, pois o
material A, que é ferromagnético, esta sendo gradua mente substituido pelo material B, que é

antiferromagnético.
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Analisando-se 0 comportamento da temperatura critica com os diversos valores de
A, e com 0 aumento da geracdo, pode-se perceber que ha uma regido de competicdo entre as
temperaturas criticas, na qual os materiais A e B, ainda estdo em ordens de grandeza
aproximadas, o suficiente para tornarem o sistema indefinido magneticamente. Isto pode ser
visto natabelaa seguir:

Geragéo kB Tcr /J kB Teo /J
1 2,3
2 2,3 1.2
3 2,3 1,2
4 1,2
5 1,2
Tabela 3: Temperaturas criticasA = 0,5.
Geragéo kB Tcr /J kB Teo /J
1 2,3
2 2,3 4,6
3 2,3 4,6
4 4,6
5 4,6
Tabela4: Temperaturas criticasA = 2.
Geragéo kB Tcr /J kB Te /J
1 2,3
2 2,3 11,7
3 2,3 11,7
4 11,7
5 11,7

Tabela5: Temperaturas criticasA = 5.

Os resultados apresentados neste capitulo mostram que tanto a geracdo da
sequéncia quanto a relacdo entre os termos de exchange dos materiais (A) podem alterar
sensivelmente 0 comportamento do sistema magnético, gerando diversidade tanto na
temperatura critica, quanto na formagdo da histerese magnética do sistema. Um estudo mais
aprofundado do diagrama de fases pode apresentar o limiar da regido de predominancia de

cada material magnético com mais precisao.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos o modelo de Ising classico quasiperiddico, sob 0
sequenciamento de Cantor. Apresentou-se curvas de energia, magnetizacdo, calor especifico e
susceptibilidade, além da histerese magnética para diversos valores de temperatura
normalizada, geragdo de Cantor, campo magnético externo e raz&o dos termos de exchange
M)

Foi usado para a simulagdo o método de Monte Carlo sob a evolucéo de
Metropolis. Foi escolhido para a inicializacdo, o estado j& esperado para o sistema, ordenado
guando se inicia com campo externo ou baixa temperatura, e desordenado quando se inicia
com altas temperaturas sem campo externo. A atualizacdo do sistema foi o0 single-spin-flip
para a dindmica, ou sga, inversdo de spins simples, de forma aeatéria. As médias foram
realizadas para 10.000 passos de Monte Carlo, e 2.000 passo de termalizacdo, que neste caso
se mostraram adequados, sendo que, para sistemas mais complexos, com termos de
anisotropia, espera-se que sgjam necessarios mais passos. E os cdculos das grandezas
termodinamicas foram feitas tomando-se como base a teoria apresentada nos capitulo 2 e 4.

Foi mostrado que os resultados para sistemas simples estéo de acordo com o que é
apresentado na literatura especializada. Mostrou-se que tanto o termo A, quanto a geracdo de
Cantor influenciam de forma sensivel os resultados, principalmente com o aumento destes
parametros.

Este trabalho contribui para a compreensdo da competicdo entre materiais
magnéticos organizados de forma quasiperiddica no sequenciamento de Cantor, com a
apresentacdo das grandezas termodi nédmicas e magnéticas, além das histereses observadas.

Como propostas para novos trabalhos, podemos elencar as seguintes extensoes e
melhorias:

Levantamento do diagrama de fases do sistema como funcéo de A e da geracéo de Cantor;
Uso de outras formas de sequenciamento quase periodicas, como Fibonacci, por exemplo;
O acréscimo de termos de anisotropia;

Uso dos modelos XY e Heisenberg;

O estudo do surgimento de paredes de dominio no modelo XY ou Heisenberg;

o a0~ WD PE

Andlise de nucleagéo de vortices no modelo XY ou Heisenberg.
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