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Orientador: Prof. Dr. Vamberto Dias de Mello

Mossoró
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Ao meu avô José Maria Soares pelo exemplo de pessoa que foi e pelos ensina-

mentos que deixou.
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Resumo

As propriedades magnéticas do metais de terras raras sempre despertaram um

grande interesse teórico e experimental, em particular quando estes se apresentam

na forma de filmes e super-redes. Isto porque, esses materiais apresentam uma

grande variedade de ordens magnéticas. Neste sentido, do ponto de vista teórico,

é importante desenvolver modelos para estudar e entender o comportamento das

excitações coletivas que podem se propagar nesse meio, como uma ferramenta para

a compreensão das propriedades magnéticas e termodinâmicas destes materiais.

As ondas de spin são excitações coletivas que surgem em materiais magnéticos.

No caso ferromagnético, essas excitações coletivas são o movimento em fase da

precessão de todos os spins de uma rede cristalina, representando um cristal

magnético.

Neste trabalho, apresentamos a teoria microscópica para ondas de spin das

fases ferromagnética e helimagnética de volume e de filmes finos, para as terras

raras de estrutura hcp. Este sistema é modelado através do Hamiltoniano de

Heisenberg, onde são inclúıdos as anisotropias uniaxial e hexagonal, e os opera-

dores de spin são tratados a baixas temperaturas usando as transformações de

Holstein-Primakoff.

Palavras-chave: Ondas de Spin, Terras Raras, Fases Magnéticas.



Abstract

The magnetic properties of the rare earth metals always aroused great the-

oretical and experimental interest, in particular when it is present in the form

of films and superlattices.This is because these materials exhibit a wide range

magnetic order. In this sense, the theoretical point of view, it is important to

develop models to study and understand the behavior of collective excitations

that can spread in that environment, as a tool for understanding the magnetic

and thermodynamic properties of these materials.

Spin waves are collective excitations that occur in magnetic materials. In the

ferromagnetic case, these collective excitations are the motion in phase of the spin

precession in a magnetic crystal lattice, representing a magnetic crystal.

In this work, we present a microscopic theory for spin waves of ferromagnetic

and helimagnetic phases to bulk and thin films, to the rare earth hcp structure.

The system is model by Heisenberg Hamiltonian where the spin operators are

treated at low temperatures using the transformations of Holstein-Primakoff.

Keywords: Spin Wave, Rare Earth, Magnetic Phases.
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3 Ondas de Spin nas Fases Magnéticas de Terras Raras - Volume 25

3.1 Ondas de Spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1.1 Descrição Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.1 Célula unitária para uma estrutura hcp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2 Interação de primeiros vizinhos J1, plano acima e abaixo, com uma distância
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Caṕıtulo 1

Introdução

Durante a segunda metade do século XX, em um esforço para aumentar a integração, au-

mentar a funcionalidade e reduzir o consumo de energia, o foco principal do desenvolvimento

de dispositivos semicondutores estava na miniaturização. Surge então uma nova área de

pesquisa, o nanomagnetismo. É uma área de pesquisa da F́ısica que estuda as propriedades

magnéticas da matéria com dimensões que vão da ordem de 1 nanômetro (1nm = 10−9m)

a 100 nanômetros. Incluindo também no âmbito do seu estudo as propriedades e aplicações

do magnetismo de nanopart́ıculas isoladas, nanofios, filmes finos e multicamadas. O nano-

magnetismo apesar de ser uma área nova, tem despertado um grande interesse cient́ıfico e

tecnológico devido a sua vasta aplicabilidade que vai desde a geologia a gravação magnética,

de ferrofluidos utilizados em altofalantes a pequenas part́ıculas utilizadas em medicamentos,

que podem ser dirigidas para os órgãos e tecidos espećıficos, ou para a entrega de drogas, ou

pela aplicação da técnica de hipertermia magnética. Além disso, a aplicação de dispositivos,

principalmente dispositivos de Spintrônica, onde o spin passa a ser mais uma propriedade

eletrônica a ser controlada assim como carga do elétron, tem representado mais uma fronteira

em rápida expansão [1][2].

Pesquisas em fases magnéticas de filmes finos e multicamadas de metais de transição,

bem como os elementos de terras raras (TR), têm crescido consideravelmente. As terras

raras possuem uma enorme diversidade de fases magnéticas em diferentes temperaturas e

por efeito de campo externo aplicado. Suas propriedades resultam do efeito combinado entre

o comportamento individual de seus constituintes associado à periodicidade estrutural das

multicamadas magnéticas. O campo local destes sistemas pode enfraquecer o acoplamento de

1
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exchange entre os planos atômicos próximos à superf́ıcie do filme, influenciando diretamente

no ordenamento magnético e a magnetização do sistema nesta região. Estes elementos em

determinada faixa de temperatura, têm seus momentos magnéticos contidos no plano basal

e estes estão rotacionados de um ângulo ϕ, plano a plano, formando uma estrutura conhe-

cida como Helimagnética. A fase helimagnética é o resultado do balanço entre a energia

de exchange ferromagnética entre os spins primeiros vizinhos e antiferromagnética entre os

segundos vizinhos.

Sistemas magnéticos de multicamadas de terras raras são constitúıdos por blocos alter-

nados com mais de um elemento, crescidos pela técnica de Epitaxia de Feixe Molecular

(MBE)[?]. A partir desta técnica tornou-se posśıvel a fabricação de filmes multicamadas de

metais terras raras, permitindo controlar a espessura das camadas em uma escala atômica.

A primeira observação de acoplamento de exchange em multicamadas de terras raras foi

realizada em 1985 onde o crescimento de camadas de Gadoĺınio (Gd) e Ítrio (Y), com li-

mitações na interdifusão, modificando a estrutura cristalina da multicamada e produzindo

assim novas propriedades magnéticas no sistema, oriundas principalmente de efeitos de in-

terface entre as multicamadas magnéticas. O ordenamento magnético destes sistemas tem

origem no modelo de interação Ruderman-Kittel-Kasuya-Yoshida (RKKY) que é um processo

de longo alcance e mediado pela interação entre os momentos localizados e pelos elétrons de

condução das camadas s - d do metal, obtendo-se uma polarização uniforme dos elétrons de

condução proporcional ao parâmetro de troca efetivo e a densidade de estados ao ńıvel de

Fermi. Esta polarização é responsável pelo alinhamento paralelo ou antiparalelo destes ı́ons,

dependendo do sinal de Jnm(R), ou seja, para um alinhamento ferromagnético (Jnm(R) > 0)

ou antiferromagnético (Jnm(R) < 0) do sistema.

Uma das propriedades f́ısicas importantes que vem sendo intensamente estudada, ex-

perimentalmente e teoricamente, em filmes e multicamadas magnéticas de terras raras é a

propagação de ondas de spin de volume e superf́ıcie. Ondas de spin são excitações elementares

estudadas inicialmente em 1930 por Felix Bloch. Ele imaginou os spins como sendo desvia-

dos levemente de seu estado fundamental, e que essas perturbações se propagavam com um

comportamento ondulatório através do cristal. Estas ondas são modos normais de vibração

associados com os spins que interagem com o cristal magneticamente ordenado. Analisando
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do ponto de vista semiclássico, são precessões dos momentos magnéticos em torno de sua

direção de equiĺıbrio. Quando a natureza quântica é levada em conta, as ondas de spin são

quantizadas, e o quantum de oscilação é chamado de magnon. O interesse em estudar estas

excitações é devido a vários fatores. Em primeiro lugar, tal como outras excitações, ondas de

spin desempenham um papel importante na determinação de propriedades termodinâmicas

de um material. E em segundo lugar, elas são afetadas por fatores externos, tais como campo

de radiação, e por isso amplamente estudadas por várias técnicas experimentais, como ex-

citaçoes de micro-ondas, medições espectroscópicas, espalhamento de luz, entre outras.

Hoje, com o avanço tecnológico e o advento da Spintrônica, e o dimensionamento dos

dispositivos semicondutores convencionais se aproximando cada vez mais de seu limite f́ısico e

operacional, vários esquemas têm sido propostos para melhorar o desempenho de dispositivos

em termos de capacidade computacional e de dissipação de energia, incluindo a utilização

de fótons, fônos, e do spin do elétron. As ondas de spin ganham uma atenção especial, pois

possuem uma frequência caracteŕıstica na ordem de giga-hertz com uma velocidade de grupo

grande, e a capacidade de serem guiadas ao longo de um material ferromagnético, podendo

com isto ser consideradas como candidatas promissoras para o processamento de informações.

Outra possibilidade que vem sendo estudada é a utilização de ondas de spin para retirar o calor

de dentro dos processadores eletrônicos convencionais. Para isso, contudo, seria necessário

desenvolver mecanismos capazes de gerar, direcionar e capturar ondas de spin[3, 4].

Nesta dissertação usamos uma teoria microscópica para estudar as ondas de spin de su-

perf́ıcie e volume em filmes de terras raras nas fases ferromagnética e helimagnética. O

espectro das ondas de spin foi calculado usando-se a aproximação RPA(Random Phase Ap-

proximation), através de um modelo numérico auto-consistente, onde a relação de disperssão

é obtida para as diferentes fases magnéticas destes sistemas. A estrutura deste trabalho se

apresenta da seguinte forma: No Caṕıtulo 2 discutiremos sobre as estruturas cristalinas e

magnéticas dos metais terras raras no volume. E, as propriedades magnéticas de filmes e

multicamadas. No Caṕıtulo 3 apresentaremos a teoria geral das ondas de spin em metais

terras raras e resultados experimentais obtidos desses sistemas. No Capitulo 4 apresentare-

mos o cálculo anaĺıtico da relação de dispersão das ondas de spin nas fases ferromsgnética e

helimagnética de terras raras.



Caṕıtulo 2

Metais Terras Raras

2.1 Introdução

O magnetismo das terras raras deve-se aos elétrons desemparelhados dos orbitais 4f.

São esses elétrons que dão aos elementos sua particular individualidade, e então distinguem

uma terra rara da outra. Um exemplo disso é encontrado nas diferenças notáveis entre as

muitas propriedades semelhantes aos metais TR, ou seja, a ocorrência de feromagnetismo no

Gadoĺınio (Gd) e a supercondutividade do Lantânio (La)[5].

Um dos pioneiros no estudo das pripriedades magnéticas das TR, usando um formalismo

quântico, foi J. H. Van Vleck em 1932[6]. Calculando a susceptibilidade magnética de ı́ons TR

isolados, usado resultados obtidos anteriormente por Hund em 1825, que obteve resultados

como o efeito anômalo do Samário (Sm) e Európio (Eu) que possuiam falsos multipletos,

dando origem ao que ficou conhecido como Paramagnetismo de Van Vleck. Somente a partir

de 1935 com a descoberta do ferromagnetismo no Gadoĺınio (Gd) por Urbian, Weiss e Tromble

é que os estudos dos elementos metálicos teve ińıcio, culminado na descoberta da Temperatura

Paramagnética de Curie das TR pesadas, em 1937. Em 1938, Néel mostrou um que um forte

acoplamento spin-órbita no ı́on e uma interação interiônica de exchange entre os spins eram

proporcionais ao que ficou conhecido como Fator Gennes, dado por (g − 1)2J(J + 1), que

rege o comportamento dos spins nas TR [7].

A análise do espectro das TR, em particular aquelas dos lantańıdeos muito complexos,

começou nos anos 50 com a publicação de quatro trabalhos por Racah (1942-1949), intitulados

Teoria do Espectro Complexo [8]. Nestes documentos, Racah desenvolveu uma ferramenta

4
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poderosa e elegante na época para caracterizar os estados de configuração fN , que com-

preendem dois ou mais elétrons e calcular os seus ńıveis de energia, por meio da definição

conceitual dos operadores tensoriais e da teoria de grupos cont́ınuos. O estudo das TR do tipo

leve começou com o Cério (Ce) em 1949, mostrando que a transição de fase deste elemento

poderia ser induzida com processos de pressão ou resfriamento, resultando numa quebra de

simetria. Este fenômeno conhecido como “contração lantânica” é devido a transferência de

elétrons dos orbitais 4f localizados na banda de condução[7].

A partir dos anos 50, após o peŕıodo da Segunda Guerra Mundial, as pesquisas de Sped-

ding, Parkinson e Simon detectaram anomalias no ordenamento magnético e no calor es-

pećıfico das TR do tipo leve. Em 1951, Zener sugeriu o acoplamento dos momentos localiza-

dos por meio de uma interação de exchange indireta mediada pelos elétrons de condução. Em

1952, Stevens propôs o modelo dos operadores equivalentes, contribuindo para o tratamento

do campo cristalino [9]. Mason, em 1954, formulou a teoria do efeito magnetoelástico, quando

Zener mostrou a dependência da anisotropia magnética com a temperatura [10, 11]. Ainda

em 1954, Ruderman e Kittel quantificaram o acoplamento, sugerido por Zener em 1951, para

momentos nucleares imersos num gás de elétrons livres. Kasuya, em 1956, e Yoshida, em

1957, extenderam este tratamento para momentos eletrônicos localizados, este modelo ficou

conhecido por interação RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya e Yosida) [12, 13, 14, 15].

O chamado peŕıodo Clássico do magnetismo das TR teve ińıcio com as medidas de mag-

netização em monocristais de Disprósio (Dy) por Behrendt, Legvold e Spendding, em 1957

[16]. Na décade de 60, tivemos a investigação das estruturas magnéticas e da susceptibili-

dade magnética das TR. Neste peŕıodo, Enz observou a estrutura do ordenamento magnético

em hélice e mostrou a dependência das curvas de magnetização devido a essa estrutura, en-

fatizando a importância dos efeitos magnetoelásticos na indução de uma transição de fase

ferromagnética nestes metais. Em 1961, Elliot considerou a estrutura magnética das TR pe-

sadas e sua dependência na temperatura por meio da teoria de campo molecular [17]. Ainda

no mesmo ano grandes investigações foram feitas por Miwa e Yosida [18], determinando o

efeito de um campo magnético em TR e o surgimento da estrutura “fan” entre os estados

ferromagnético e helimagnético.

O avanço na determinação das propriedades magnéticas das TR despertou o interesse
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de pesquisadores para o estudo das excitações elementares nessas estruturas. O trabalho

de Niira [19] foi baseado no cálculo da relação de dispersão de ondas de spin em diversos

metais TR pesados, tais como Gadoĺınio (Gd), feitos antes por Cooper, Elliott, Nettel e

Suhl, em 1962 [20]. Com o aumento da compreensão do comportamento magnético das

terras raras pesadas, era natural que a atenção começasse a se voltar para os metais leves.

Moon, Cable, e Koehler (1964) estudaram estruturas magnéticas de Neod́ımio (Nd), e Cable,

Moon, Koehler, e Wollan (1964) encontraram ind́ıcios de ordenamento antiferromagnético em

policristalinos de Promécio (Pr) [21]. Dimmock e Freeman calcularam a estrutura de banda

do Gadoĺınio. E, os elétrons de condução foram encontrados em grande parte dos metais de

transição em relação a superf́ıcie de Fermi, e descrevendo as interações dos elétrons 4f [7].

Callen e Callen [22], foram os pioneiros na interpretação das medidas de magnetostricção

e generalizaram o tratamento da dependência do campo cristalino, da temperatura e dos

parâmetros magnetoelásticos. As conquistas do peŕıodo clássico foram resumidas no livro

“Magnetic Properties of Rare Earth Metals”, editado por R. J. Elliott, que foi publicado em

1972 e, em certo sentido, também sinalizou o final deste peŕıodo [23].

Na era moderna, os prinćıpios que haviam sido estabelecidas pelo ińıcio dos anos 1970 fo-

ram aplicadas a alcançar uma compreensão mais profunda e completa dos elementos, embora

o principal interesse tenha se voltado cada vez mais para compostos e ligas de terras raras.

Por exemplo, as interações magnéticas no Térbio (Tb) foram estudadas minuciosamente com

espalhamento inelástico de nêutrons por Jensen, Houmann e Bjerrum Møller (1975) [7].

A descoberta do efeito Haas-van Alphen (dHvA) por Young, Jordan e Jones, em 1973,

possibilitou a elucidação da superf́ıcie de Fermi, que poderia ser satisfatoriamente explicada

por cálculos de estruturas de banda [24]. Mais recentemente, o estudo cuidadoso do efeito

dHvA em paramagnetos de Promécio (Pr) por Wulff, Fort e Skriver, em 1988, confirmaram

o modelo de banda na descrição dos elétrons de condução e sua interação com os elétrons

4f. O estudo das configurações dos momentos magnéticos do Hólmio (Ho) entre outras

TR pesadas, utilizando radiação de śıncroton, foi realizado por Gibbs, Moncton, D’Amico,

Bohr e Grier, em 1985, apresentando o conceito de Spin Slips para explicar seus resultados,

despertando atenção em estruturas magnéticas comensuráveis. A investigação de excitações

em tais estruturas realizadas por Larsen, Jansen e Mackintosh, em 1987, explicou a misteriosa
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estabilidade da estrutura em cone a baixas temperaturas do Hólmio. Janse e Mackintosh,

em 1990, mostraram através de difração de nêutrons uma estutura intermediária, nomeada

de “helifan”, que pode ser estabilizada por um campo magnético [7, 25, 26].

Atualmente, investigação das propriedades magnéticas de multicamadas e filmes finos

utilizando diferentes tipos de TR tem despertado o interesse de diversos pesquisadores, de-

vido pricipalmente a sua fascinante variedade de configurações magnéticas e ao reconhecido

potencial tecnológico que apresentam [7]. Na tabela a seguir mostramos as aplicações dos

metais TR.
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ELEMENTO APLICAÇÕES

La

Vidros de alto ı́ndice de refração; armazenamento de
hidrogênio; eletrodos de bateria; lentes de câmeras; ca-
talisadores de fluidos em refinarias de petróleo.

Ce

Agente oxidante; pó para polimento; colorante amarelo
em vidros e cerâmicas; catalisadores em fornos autolim-
pantes; catalisadores de fluidos em refinarias de petróleo.

Pr

Ímãs; lasers; iluminação de arco de carbono; colorantes
em vidros e esmaltes; aditivo em lentes de óculos de
soldagem.

Nd
Ímãs; lasers; colorante violeta em vidros e cerâmicas;
capacitores de cerâmica.

Pm Baterias nucleares.

Sm Ímãs; lasers; captura de nêutrons.

Eu

Pigmento em tubos de raios catódicos; lasers; adicionado
ao mercúrio em lâmpadas a vapor; agente de relaxação
em ressonância magnética nuclear.

Gd

Ímãs; vidros de alto ı́ndice de refração; lasers; tubos de
raios X; chips de memória; captura de nêutrons; agente
de contraste em imagens de ressonância magnética;
agente de relaxação em ressonância magnética nuclear.

Tb
Ímãs permanentes; pigmento verde em tubos de raios
catódicos; lasers; lâmpadas fluorescentes.

Dy Ímãs permanentes; lasers.

Ho Lasers.

Er Lasers; liga de aço-vanádio.

Tm Máquinas portáteis de raios X.

Yb Lasers de infravermelho; agente qúımico redutor.

Lu
Detectores para tomografia por emissão de pósitrons;
vidros de alto ı́ndice de refração.

Tabela 2.1: Aplicações dos elementos de TR [27].
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2.2 Estrutura Eletrônica

O nome terras raras tem sua origem na história da descoberta destes elementos. Um

dos motivos é o fato de não serem encontrados como metais livres na crosta da Terra. Eles

são encontrados como óxidos que provaram ser particularmente dif́ıceis de separar uns dos

outros, especialmente nos séculos XVIII e XIX. Os primeiros gregos definiram como terras

os materiais que não poderiam ser alterados por fontes de calor. A sua parte rara refere-se

a dificuldade em se obter os elementos puros, e não a sua abundância na crosta terrestre,

todos os elementos de TR são, na verdade, mais abundantes do que a prata, e alguns são

mais abundantes que o chumbo. Os elementos de TR são conhecidos desde 1787, quando

o minerologista sueco Carl Axel Arrhenius descobriu o mineral gadolinita, um silicato de

cério e ı́trio, na localidade de Ytterby, na Suécia. Entretanto, somente em 1973-1974 o f́ısico

inglês Henry Moseley, utilizando espectroscopia de raio-X, determinou o número exato de

lantańıdeos que completaria o conjunto de elementos de TR.

2.2.1 Classificação dos Elementos

Os elementos de TR pertencem ao grupo III-B da tabela periódica, na série dos lan-

tańıdeos, compreendendo os elementos qúımicos de número atômico entre 57 e 71, ver tabela

periódica figura (2.1). O grupo é composto por 15 elementos do grupo dos lantańıdeos, jun-

tamente com o Escândio (Sc) e o Ítrio (Y) que por possuirem propriedades f́ısico-qúımicas

semelhantes e por ocorrerem na natureza associado às TR são considerados pseudo-terras ra-

ras. Devido as diferentes propriedades qúımicas os elementos de TR são classificados em dois

grupos: leves e pesados. Na tabela mostramos os elementos do grupo das TR, sua divisão,

simbologia e número atômico [28].

O grupo das TR é caracterizado pelo preenchimento dos orbitais 4f até sua capacidade de

14 elétrons, enquato a sua configuração externa permanece sensivelmente inalterada nos or-

bitais 6s2 ou 5d16s2, sendo considerda um “série interna de transição”. Uma consequência do

preenchimento dos orbitais 4f é que enquanto a carga nuclear vai aumentando gradativamente

ocorre um decréscimo atômico regular dos elementos da série, do mais leve (La) ao mais pe-

sado (Lu). É a chamada “contração lantânica”. A configuração eletrônica destes elementos
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Elementos Śımbolo Número Atômico (Z)

Lantânio La 57

L Cério Ce 58

E Praseod́ımio Pr 59

V Neod́ımio Nd 60

E Promécio Pm 61

S Samário Sm 62

Európio Eu 63

Gadoĺınio Gd 64

Térbio Tb 65

P Disprósio Dy 66

E Hólmio Ho 67

S Érbio Er 68

A Túlio Tm 69

D Itérbio Yb 70

O Lutécio Lu 71

S Ítrio Y 39

Escândio Sc 21

Tabela 2.2: Classificação dos Elementos de Terras Raras [28].

pode ser descrita pela configuração eletrônica do Xenônio (Xe) na presença de N elétrons f,

isto é, [Xe]4fN6s2 ou [Xe]4fN−15d16s2. O estado trivalente (+3) é caracteŕıstico para todas

as TR. A blindagem dos elétrons 4f, pelos orbitais 5s e 4d, faz com que eles não participem das

ligações qúımicas. Porém, se o ı́on encontra-se em um meio sólido, haverá a transferência de

elétrons f da camada de condução para de valência 5d. Quando o estado de oxidação atinge o

ńıvel +3, o elemento qúımico passa a ter uma nova configuração eletrônica [Xe]4fN−15d06s0.

Mas, devido os orbitais 4f serem bem localizados e blindados pelos elétrons das camadas 5s2

e 5p6, não contribuem novamente para as ligações qúımicas, no entanto, contribuem para as

propriedades magnéticas e ópticas de cada elemento [5, 7, 29, 30].
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Íon +3 4fn L S J g (g − 1)2J(J + 1)

La 0 0 0 0 - 0

Ce 1 1/2 5/2 5/2 6/7 0.18

Pr 2 5 1 4 4/5 0.80

Nd 3 6 3/2 9/2 8/11 1.84

Pm 4 6 2 4 3/5 3.20

Sm 5 5 5/2 5/2 2/7 4.46

Eu 6 3 3 0 - 0

Gd 7 0 7/2 7/2 2 15.75

Tb 8 3 3 6 3/2 10.50

Dy 9 5 5/2 15/2 4/3 7.08

Ho 10 6 2 8 5/4 4.50

Er 11 6 3/2 15/2 6/5 2.55

Tm 12 5 1 6 7/6 1.17

Yb 13 3 1/2 7/2 8/7 0.32

Lu 14 0 0 0 - 0

Tabela 2.3: Propriedades eletrônicas para ı́ons tripositivos de terras raras [30].
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Figura 2.1: Tabela periódica dos elementos [31].
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2.3 Estrutura Cristalina

O grupo dos metais TR possui cinco tipos diferentes de estruturas cristalinas. As estru-

turas hcp (hexagonal close-packed) e dhcp (double close-packed) predominam na maioria dos

elementos. Os metais do tipo pesados possuem uma estrutura hcp e os metais do tipo leve

cristalizam-se em uma estrutura dhcp. Entretanto, existem algumas exceções: o Európio

(Eu) possui uma estrutura bcc (body-centred cubic), o Samário (Sm) cristaliza-se em uma

estrututa rhombohedral, o Ytérbio (Y) em uma estrutura fcc (face-centred cubic). O Cério

(Ce) apresenta algumas fases alotrópicas, dependendo de condições de temperatura e pressão,

podendo apresentar estruturas do tipo: dhcp e fcc. Estas estruturas podem ser formadas por

um empilhamento de camadas ou planos atômicos em sequências do tipo ACABA, ACBA,

ABA e ABAC [29, 32].

hcp

dhcp

Sm-type

A

B

A

C

A

A

B

A

B

C

B

C

A

C

A

A

B

C

A

fcc

Figura 2.2: Estruturas cristalicas [32].
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A estrutura hcp, em geral mais comum, corresponde sequência ABA sendo caracterizado

pelo empilhamento de átomos em planos com simetria hexagonal. A critalografia do eixo-a é

feita ao longo do plano basal de cada átomo da estrutura; o eixo-c é perpendicular ao plano.

A estrutura é representada por uma célula unitária onde cada átomo possui doze primeiros

vizinhos, onde seis estão no plano hexagonal e três no plano acima e abaixo deste, conforme

a figura 2.2 [32].

 

  

a 

    

Figura 2.3: Estrutura cristalina do tipo hcp [32].

O “raio atômico” ou volume atômico nos dá informações imprescind́ıveis no entendi-

mento cristalográfico das TR. Definido como sendo a metade da distância entre o átomo e

seu vizinho mais próximo (primeiro vizinho). A tabela 2.4 mostra os principais parâmetros

estruturais das TR, onde podemos observar uma diminuição do raio atômico, de forma quase

linear, do Lantânio até o Lutécio, com excessão do Európio, Itérbio e o Cério, que devido a

sua mudança de fase dependendo da temperatura pode ter diversos raios. A uniformidade

na estrutura cristalográfica das TR resulta principalmente da banda de condução 5d6s, que

é aproximandamente igual para todos os elementos, e por possuir 3 elétrons na banda de

condução ou de valência. As excessões são o Európio e o Itérbio, com 2 elétrons de valência

e o Cério com 4 elétrons de valência na fase α− anômala[7].
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Elemento Estrutura a(Å) c(Å)
Raio Densidade

Atômico(Å) (g/cm3)

Sc hcp 3.309 5.268 1.641 2.989

Y hcp 3.650 5.741 1.803 4.469

La dhcp 3.772 12.144 1.877 6.146

Ce(β) dhcp 3.673 11.802 1.820 6.689

Ce(γ) fcc 5.161 - 1.820 6.770

Ce(α) fcc 4.84(77K) - 1.720 8.16

Pr dhcp 3.672 11.833 1.828 6.773

Nd dhcp 3.659 11.799 1.822 7.008

Pm dhcp 3.650 11.650 - 7.264

Sm rhom 3.626 26.180 1.802 7.520

Eu bcc 4.580 - 1.983 5.44

Gd hcp 3.634 5.781 1.801 7.901

Tb hcp 3.604 5.698 1.783 8.230

Dy hcp 3.593 5.655 1.775 8.551

Ho hcp 3.578 5.626 1.767 8.795

Er hcp 3.560 5.595 1.758 9.066

Tm hcp 3.537 5.558 1.747 9.321

Yb fcc 3.483 - 1.939 6.966

Lu hcp 3.505 5.553 1.735 9.841

Tabela 2.4: Estruturas Cristalinas dos metais terras raras (TR) [30].
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2.4 Propriedades Magnéticas das Terras Raras

O estudo dos metais TR desperta um grande interesse devido a sua variedade fasci-

nante de ordenamentos magnéticos que estes apresentam (tais como Tb, Dy, Ho, Er e Tm)

quando resfriados abaixo da temperatura paramagnética. Em particular, as técnicas de di-

fração de neutrons permitiram a determinação de vários ordenamentos complexos desses

sistemas. Os ordenamentos magnéticos das TR dependem do acoplamento entre seus mo-

mentos magnéticos, campo externo aplicado, anisotropia magnética e temperatura. Dentre

os diferentes ordenamentos magnéticos que as TR apresentam, dois dos mais importantes

são os chamados estados espiral e cone. O principal mecanismo responsável por estes estados

é a competição entre os termos de troca ferromagnética de primeiros vizinhos e antiferro-

magnética de segundos vizinhos. A caracteŕıstica básica destes estados é a rotação da direção

da magnetização do plano compactado em relação ao plano adjacente, também compactado,

por um ângulo φ. Além disso, no estado cone a direção de magnetização estática faz um

ângulo θ com a normal do plano compactado, enquanto que no estado espiral a direção da

magnetização está situada no plano (θ = π/2). Nestes sistemas encontramos pelo menos dois

regimes de temperatura. Para alguns elementos como Disprósio (DY), Térbio (Tb) e Hólmio

(Ho) a estrutura helicoidal está presente no intervalo entre a temperatura de Néel (TN) e

a temperatura de Curie (Tc). No caso do Dy, por exemplo, a fase ferromagnética ocorre

abaixo de 85K e a fase helimagnética entre TN e Tc, isto é, 179K > T > 85K. No caso do

Ho, as componentes do plano basal mantêm a estrutura helicoidal para baixas temperaturas,

mas, aproximadamente em T < Tc(= 20K) existe uma pequena componente ferromagnética

paralela ao eixo c. Dando origem a estrutura cône ou espiral ferromagnética.

As transições de fase que ocorrem nestes metais são governadas pela competição entre a

energia de troca, que deriva da chamada interação Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY),

que é um processo oscilatório e de longo alcance via polarização dos elétrons de condução

favorecendo um arranjo periódico, e da energia de anisotropia (hexagonal e planar) resultando

da interação dos ı́ons terra rara com o campo elétrico cristalino devido a outros ı́ons carregados

na rede hcp, favorecendo um alinhamento ferromagnético. Estas transições de fase ocorrem

nestes sistemas porque a dependência destas diferentes contribuições para a energia livre



17

diferem abruptamente [33]. A energia total que descreve as propriedades magnéticas dos

ı́ons terrar raras é descrita pelo Hamiltoniano da seguinte forma,

H = Hexch +Hanis +Hext (2.1)

onde Hexch é o termo de interação de troca (exchange) entre a vizinhança, Hanis é a energia

de anisotropia magnetocristalina e Hext é o termo da energia Zeeman gerado por um campo

externo aplicado ao sistema.

2.4.1 Energia de Troca

Em metais TR o surgimento de ordenamento magnético não pode ser explicado por su-

perposição direta das funções de onda do tipo 4f de átomos vizinhos. Uma razão para isso

se dá ao pequeno raio das funções 4f, da ordem de 0, 5Å, portanto, muito menor do que

o espaçamento interatômico, da ordem de 10Å. Assim, os életrons de condução tornam-se

fundamentais para compreendermos o aparecimento de ordem magnética nesses metais. A

energia de troca consiste de uma interação eletrostática pertinente a dois campos que estão

situados a uma certa distância um do outro. Em sistemas formados por elementos de TR,

devido a natureza localizada dos elétrons 4f, o acoplamento de troca é bem representado

pelo Hamiltoniano de Heisenberg H = −J ~Si · ~Sj, onde J é a intensidade do acoplamento

efetivo entre os momentos de spin 4f localizados Si e Sj e o estado fundamental é dado pelas

regras de Hund. A interação de troca nos metais TR é indireta, de longo alcance, oscilatória

e mediada pelos elétrons de condução das camadas 5d e 6s, ou seja, via polarização dos

elétrons de condução. A forma como esse sistema interage é descita pelo modelo RKKY

(Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida)[34]. Esta interação é expressa da forma,

Hexch = −
∑

i,j

J(~Rj − ~Ri)~S(~Ri) · ~S(~Rj) (2.2)

onde ~S é o spin do ı́on terra rara localizado e J é a integral de troca dada por:

J =
4J2m∗K4

F

(2π)3
F (2KF r) (2.3)
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sendo r a distância entre os ı́ons localizados, KF é o vetor de onda do ńıvel de Fermi, J2 é o

momento angular total quadrático e m∗ a massa reduzida dos elétrons. E, a função F (2KF r)

expressa por:

F (2KF r) =
2KF r cos (2KF r)− sin (2KF r)

(2KF r)4
(2.4)

Para o caso de elétrons livres, a polarização é proporcional a função RKKY,

F (η) =
sin (η)− η cos (η)

(η)4
(2.5)

onde η = (2KF r). Na figura (2.4) podemos observar o carater oscilatório de J . Esta pola-

rização oscilatória de spins que dá origem as diversas estruturas magnéticas encontradas nos

metais terras raras.

 ( ) 

  

 

 

 

 

 ( )  
          

( ) 
 

Figura 2.4: A função RKKY F (η)[34].
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2.4.2 Energia Magnetocristalina

No estado metálico os elétrons 4f em um ı́on terra rara são submetidos a uma variedade

de interações com o meio envolvente. A distribuição de cargas em torno de um ı́on produz um

campo cristalino, com uma simetria pontual, que age sobre os elétrons 4f e levam a grandes

anisotropias magnéticas que são caracteŕısticas dos metais TR.

A energia magnetocritalina ou energia de anisotropia é uma propriedade intŕınseca de

materiais magnéticos cristalinos. Sua origem advém da interação entre os elétrons 4f com

as cargas elétricas dos ı́ons vizinhos da rede, pois no cristal cada ı́on sofre a influência de

um potencial não uniforme gerado por cargas elétricas localizadas ao redor de cada ı́on e

também pelos elétrons de condução, devido à contribuição de um ı́on ou dois, levando em

conta interações dipolares e multipolares entre ı́ons magnéticos.

Microscopicamente, a energia magnetocristalina tem origem na interação dos spin eletrôni-

cos com os momentos orbitais, a interação spin-órbita ~L · ~S, onde ~L é o momento magnético e

~S é o momento de spin eletrônico, e na ação que as cargas eletrônicas orbitais sofrem devido

ao potencial cristalino [35, 36]. O efeito do campo cristalino pode ser expresso como:

Eanis =
∑

i

qiV (~ri) = −|e|
∑

i

V (~ri) (2.6)

onde |e| é o valor absoluto da carga do elétron e V (~ri) é o potencial eletrostático total que

atua sobre o elétron localizado no śıtio ~ri, devido a carga elétrica gerada pelos ı́ons da rede.

Ou seja,

V (~r) = −
∫

eρ(~R)

|~r − ~R|
d~R. (2.7)

Aqui, ρ(~R) é a densidade carga e a integral de volume engloba as densidades de cargas

externas e internas ao redor do i-ésimo elétron. No entanto, vamos considerar apenas as

cargas externas e tratá-las em um sistema de cargas pontuais. Se estas cargas não penetram

a nuvem 4f, como consideramos, então, V (~r) é uma solução da equação de Laplace, e pode

ser expandido em termos de harmônicos esféricos como:
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V (~r) =
∑

lm

Am
l r

lYlm(r̂) (2.8)

onde,

Am
l = −(−1)m

4π

2l + 1

∫
eρ(~R)

Rl+1
Yl−m(R̂)d~R. (2.9)

Assim, a hamiltoniana (2.6) pode ser reescrita como,

Eanis = −|e|
∑

i

∑

l

rli

+l∑

m=−l

Am
l Y

m
l (θi, φi). (2.10)

Onde Am
l são constantes (coeficientes da expansão), com seus valores dependendo da sime-

tria do cristal considerado, determinando também a intensidade do campo cristalino. E, as

funções Y m
l são os harmônicos esféricos.

A Hamiltoniana da equação (2.10) depende do grupo de simetria pontual do śıtio ao qual

o elemento faz parte. Para o caso de um cristal iônico de TR que possui simetria hcp, o

potencial cristalino é dado pela soma de quatro potenciais devido às cargas elétricas dos ı́ons

terras raras, esses potenciais são dados por [38]:

A0
2 = 1

2

∑
i(3z

2
i − r2i )

A0
4 = 1

8

∑
i(35z4i − 30r2i z

2
i + 3z4i )

A0
6 = 1

16

∑
i(231z6i − 315r2i z

4
i + 105r4i z

2
i − 5r6i )

A6
6 =

∑
i(x

6
i − 15x4i y

2
i + 15x2i y

4
i − y6i ).

(2.11)

Na equação (2.11), os somatórios são tomados sobre as coordenadas de todos os elétrons.

Assim, vemos que cada potencial Am
l pode ser de fato escrito como um produto f(r)Y m

l (θ, φ)

e transformados, portanto, como harmônicos esféricos Y m
l . O valor do momento angular

total ~S no estado fundamental é um bom número quântico para as terra raras pesadas, para

que possamos tomar o valor do potencial Am
l no estado fundamental.

Segundo Elliott e Stevens [39, 40], o Hamiltoniano devido ao campo cristalino para cada

ı́on terra rara de momento angular total ~S pode ser escrito como:
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Eanis = A0
2α2Y

0
2 (~S) + A0

4α4Y
0
4 (~S) + A0

6α6Y
0
6 (~S) + A6

6α6[Y
6
6 (~S) + Y −66 (~S)]. (2.12)

Na expressão (2.12), os Y m
l (~S) são operadores atuando sobre o momento angular total

~S do ı́on terra rara e são equivalentes aos harmônicos esféricos Y m
l (θ, φ). Eles podem ser

escritos da seguinte forma:

Y 0
2 (~S) =

1

2
[3S2

z − S(S + 1)] (2.13)

Y 0
4 (~S) =

1

8
[35S4

z − 30S(S + 1)S2
z + 25S2

z + 3S2(S + 1)2 − 6S(S + 1)] (2.14)

Y 0
6 (~S) =

1

16
[231Sz

6 − 315S(S + 1)Sz
4 + 735Sz

4 + 105S2(S + 1)2Sz
2

−525S(S + 1)Sz
2 + 294Sz

2 − 5S3(S + 1)3

+40S2(S + 1)2 − 60S(S + 1)] (2.15)

Y 6
6 (~S) + Y −66 (~S) =

√
231

32
[S+6 + S−6] (2.16)

Os coeficientes αl(l=2,4,6) da equação (2.12) são constantes numericas determinadas por

Elliott e Stevens [40].

Como o momento angular J é muito grande para as terras raras, os spins poderão ser

tratados classicamente. Assim, a energia de anisotropia para spins clássicos pode ser escrita

da seguinte forma:

Eanis = K0
2P2(cos θ) +K0

4P4(cos θ) +K0
6P6(cos θ) +K6

6 sin6 θ(cos 6φ). (2.17)

Aqui, os termos Pl são os polinômios de Legendre, θ é o ângulo que a magnetização faz em

relação ao eixo z e φ sendo o ângulo com releção ao plano xy. Os termos Km
l representam

as constantes de anisotropia e possuem dependência com a temperatura[41]:
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2.4.3 Energia Zeeman

A energia Zeeman (Eext) tem origem na interação entre um dipolo magnético ~µ e o campo

magnético externo aplicado ~H. Ou seja, nos informa como o momento magnético atômico

interage com o campo aplicado [42],

Eext = −~µ · ~H. (2.18)

Quando o campo magnético externo é aplicado a magnetização sofre um torque fazendo com

que os momentos magnéticos se alinhem na direção do campo. No entanto a orientação dos

momentos magnéticos será dada pela mimimização da energia magnética total do sistema.

Esta energia é minimizada quando o dipolo está alinhado com o campo magnético externo

aplicado.

Eext = −
∑

i

gµB
~Ji · ~H. (2.19)

onde g é o fator de Landé, µB é o magneton de Bohr, ~Ji é o momento angular total que está

sobre a influência do campo magnético externo ~H [42].

No caso de amostras magnéticas, composta por vários domı́nios magnéticos com momento

magnético ~µi, a magnetização macroscópica da amostra é a soma de todos os momentos

magnéticos dividido pelo volume total da amostra:

~M =
1

V

∑

i

~µi. (2.20)

Assim, a energia Zeeman de uma determinada amostra magnética será expressa por:

Eext = −
∑

i

~µ · ~H = −V ~M · ~H. (2.21)

Generalizando e aplicando à várias multicamadas magnéticas, podemos expressar a ener-

gia Zeeman em função da espessura ρi de cada filme, magnetização ~Mi e o campo externo

aplicado ~Hi,
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Eext = −
∑

i

ρi ~Mi · ~H. (2.22)

2.5 Estrutura Magnética

Uma das principais caracteŕısticas que desperta a atenção no estudo dos metais terras

raras e suas ligas é a variedade de fases magnéticas que estes metais apresentam em determi-

nada faixa de temperatura e por efeito de campo aplicado. O aparecimento destas fases tem

origem na competição entre as várias energias envolvidas no sistema, como: energia de troca

(RKKY) entre os momentos magnéticos da camada 4f via elétron de condução, da energia

de anisotropia devido ao campo cristalino e da energia magnetoelástica. As fases magnéticas

fundamentais das terras-raras, como também as várias estruturas espiraladas que apresen-

tam uma certa periodicidade são derivadas da natureza particular da estrutura de banda dos

átomos da série dos lantańıdios [30].

Uma estrutura helicoidal antiferromagnética (HAFM) ocorre em elementos como Hólmio

(Ho), Térbio (Tb) e Disprósio (Dy) em um intervalo de temperatura entre TC e TN . Nesse

estado, os momentos magnéticos localizados no mesmo plano basal se ordenam ferromagneti-

camente e estão girados de um certo ângulo φ entre os planos vizinhos adjacentes. O Hólmio,

por sua vez também possui uma fase cone em temperaturas abaixo de 20K e a fase helicoi-

dal para temperaturas entre 20K e 132K. Enquanto o Gadoĺınio (Gd) é ferromagnético em

temperaturas inferiores à 293K. As figuras 2.5 mostram os ordenamentos magnéticos t́ıpicos

de algumas terras raras com seus respectivos regimes de temperatura [37].

No Túlio (Tm), para temperaturas abaixo de TN = 56K, ele possui uma fase antifer-

romagnética em uma onda de spin longitudinal. Na faixa de temperatura abaixo de 32K

passa a ter uma estrutura do tipo ferrimagnética composta por quatro camadas com mo-

mentos magnéticos alinhados no plano baxal paralelo ao eixo-c, seguido por três camadas de

momentos magnéticos alinhados antiparalelos.

O Érbio (Er), por sua vez possui uma estrutura magnética mais complicada. Em tempera-

turas entre TN = 85K e TCY = 53K ocorre uma onda de spin longitudinal ao longo do eixo-c.

Para temperaturas abaixo de TCY a estrutura passa para uma ciclóide em que a onda de spin
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foi sobreposta em uma estrutura espiral do plano basal. Já abaixo de TC = 20K observa-

se uma componente ordenada ferromagneticamente ao longo do eixo-c e uma componente

espiral no plano basal formando uma estrutura ferromagnética cônica [37].

(a)

(b)

Figura 2.5: Ordenamento magnético de algumas terras raras, (a) pesadas e (b) leves, em
determinada faixa de temperatura [30].



Caṕıtulo 3

Ondas de Spin nas Fases Magnéticas
de Terras Raras - Volume

Ondas de spin são excitações magnéticas coletivas que ocorrem em um sistema magnetica-

mente ordenado, em outras palavras, são modos normais associados com os spins interagentes

do sistema via interações de troca. Tal excitação é caracterizada por um vetor de onda q‖ à

superf́ıcie (interface), e uma ou mais constantes de atenuação, que decrevem a amplitude da

excitação como função da distância em relação a direção normal à superf́ıcie [43].

Do ponto de vista da mecânica quântica, assim como o fônon é o quantum de vibração

de uma rede cristalina, as ondas de spin também são quantizadas, e o quantum de uma onda

de spin é denominado magnon. As ondas de spin são oscilações das orientações relativas dos

spins em uma rede cristalina, enquanto que as vibrações da rede cristalina são oscilações das

posições relativas dos átomos na rede [32, 43].

As ondas de spin têm sido extensivamente estudadas tanto do ponto de vista teórico

quanto experimental [44]. O interesse em estudar estas excitações deve-se a vários fatores.

Em primeiro lugar, tal como com outras excitações, ondas de spin desempenham um papel

importante na determinação das propriedades termodinâmicas de um material com ener-

gia interna, temperatura de transição, resistividade elétrica, etc. Em segundo lugar, elas

são afetados por fatores externos, tais como campo externo aplicado, sendo sondadas por

várias técnicas experimentais, como espalhamento inelástico de nêutrons, as medições es-

pectroscópicas, espalhando inelástico da luz, Raios-X entre outros. Mais recentemente, as

propriedades não-lineares das ondas de spin ganharam muita atenção [45, 46].

25
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3.1 Ondas de Spin

3.1.1 Descrição Geral

O pioneiro no estudo destas excitações foi Felix Bloch em 1930 [47], apresentando uma te-

oria de ondas de spin usando o modelo de Heisenberg para uma cadeia linear ferromagnética

de spin 1/2, que é um caso especialmente simples, já que todos os spins são preferencialmente

ordenados paralelos um ao outro (no limite de baixas temperaturas) e apresenta magnetização

espontânea, mesmo na ausência de um campo magnético externo. Ele obteve uma expressão

para a magnetização espontânea: M(T )/M(0) = 1− aT 3/2, com a > 0, próxima dos resulta-

dos experimentais para uma larga faixa de temperatura (0 ≤ T ≤ 0.5TC) levando a chamada

lei T
3
2 [48]. Desde então os resultados experimentais acumulam muito sucesso, como atesta

a revisão feita por Keffer [49].

Bloch assume em sua teoria que o número de ondas de spin é tão pequeno que a interação

entre duas ou mais ondas de spin pode ser desprezada. Esta aproximação é boa para baixas

temperaturas, porém, provoca um erro que foi calculado por Dyson, como sendo menor que

5% para o valor da magnetização. O método de Bloch foi generalizado por Møller para

modelos de spin qualquer, porém pouco acrescentou à compreensão teórica do problema [50].

A abordagem para tratar o estudo das ondas de spin pode ser feita através de vários

formalismos, como exemplo, temos a teoria semiclássica que trata os spins como vetores

que precessionam em torno de sua direção de equiĺıbrio, com frequências bem definidas e

sendo o vertor de onda ~q responsável pela relação de fase dos spins de cada śıtio [49, 51].

Este tratamento é útil para termos uma intepretação f́ısica (ou geométrica) das ondas de spin.

Dessa forma, podemos encontrar ondas de spin em diversos ordenamentos como ferromagneto,

antiferromagnetos e ferrimagnetos. Ilustramos na figura 3.1 as ondas de spin para uma cadeia

ferromagnética.

Outros formalismos usam mecânica quântica, como obtido por Holstein e Primakoff, em

1940, usando operadores de criação e aniquilação de uma onda de spin, baseados na técnica de

segunda quantização. Assim, num formalismo quântico uma onda de spin pode ser pensada

como sendo um quantum de inversão de spin que se espalha coerentemente em todo o cristal

[52].
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(a)

 

(b)

Figura 3.1: Representação esquemática das orientações de uma cadeia de spins em (a) estado
fundamental ferromagnético e (b) um estado de onda de spin.

Nosso tratamento é feito a baixas temperaturas, pois, variações maiores na temperatura

desse sistema provocarão a excitação de dois ou mais spins, o que gera dificuldades ao nosso

sistema, como por exemplo, esses spins desviados irão se propagar até chegar um momento no

qual eles irão se encontrar, devido a terem diferentes velocidades de propagação, causando

espalhamentos no sistema. Para evitar essa e outras complicações posśıveis, a teoria de

ondas de spin usa uma aproximação, que só é válida para temperaturas muito abaixo da

temperatura de Curie, com um pequeno número de spins desviados, tornando as ondas de

spin independentes. Assim, é ignorada a possibilidade da existência de interações entre essas

ondas de spin.

3.2 Ondas de Spin na Fase Ferromagnética

Apresentaremos nesta seção o cálculo teórico da relação de dispersão de ondas de spin

em metais terras raras na fase ferromagnética, que possui uma estrutura do tipo hexagonal

compacta (hcp). Consideramos o eixo x sendo a direção de quantização e o eixo de fácil

magnetização no plano basal, y o eixo perpendicular ao eixo x no plano basal e z paralelo a ~c.

O Hamiltoniano que descreve este sistema é caracterizado por termos de troca e anisotropias,

planar e hexagonal. Assim,

H = −
∑

n,m

n 6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm +
∑

n

{
K2(S

z
n)2 +K6

6

[
(S+

n )6 + (S−n )6
]}

(3.1)
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onde os termosK2 eK6
6 são as constantes de anisotropia, planar e hexagonal, respectivamente.

Definimos os operadores de spin S+
n e S−n sendo:

S+
n = Sy

n + iSz
n (3.2)

e

S−n = Sy
n − iSz

n. (3.3)

Para obtermos o espectro das ondas de spin consideramos apenas os termos quadráticos

nos operadores de ondas de spin. Assim, reescrevemos o Hamiltoniano da equação 3.1 man-

tendo apenas os termos de ordem mais baixa em Sy
n e Sz

n, ou seja, os termos de segunda

ordem, de modo que obtemos a seguinte expressão:

H = −
∑

n,m

n 6=m

Jn,m
[
Sx
nS

x
m + S+

n S
−
m

]
+
∑

n

{
K2(S

z
n)2 + 2K6

6

[
(Sx

n)6 − 15(Sx
n)4(Sy

n)2
]}
. (3.4)

A equação de movimento para qualquer operador de spin S+ e S− (onde S± não depende

explicitamente do tempo) pode ser descrita na representação de Heisenberg por:

i~
dS±l
dt

= [S±l , H] (3.5)

Vamos resolver a equação de movimento para ambos operadores separadamente. Primei-

ramente, resolveremos a equação de movimento para o operador de spin S+. Portanto, a

equação 3.5 é reescrita como:

i~
dS+

l

dt
= [S+

l , H] (3.6)

O comutador na equação de movimento é dado por:

[S+
l , H] = 2~

∑

m

Jnm[S+
l S

x
m − S+

mS
x
l ]δlm + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

−4~K6
6

∑

n

{
3S+

l (Sx
n)5 + 15[Sx

l (Sx
n)4Sy

n − 2S+
l (Sx

n)3(Sy
n)2]

}
δln. (3.7)
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Depois de um pouco de álgebra (para mais detalhes ver apêndice A), substitúımos o

resultado do comutador na equação de movimento para o operador S+ (eq. 3.6). Assim,

temos

i~
dS+

l

dt
= 2~

∑

m

Jnm[S+
l S

x
m − S+

mS
x
l ]δlm + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

−4~K6
6

∑

n

{
3S+

l (Sx
n)5 + 15[Sx

l (Sx
n)4Sy

n − 2S+
l (Sx

n)3(Sy
n)2]

}
δln. (3.8)

O produto dos operadores de spin na equação (3.8) pode ser simplificado por meio da

aproximação RPA (Random Phase Approximation). Esta aproximação consiste em substituir

o operadore de spin Sx na equação (3.8) por seu valor esperado na temperatura 〈Sx〉 (que

por simetria é a mesma para todos os śıtios). Assim, como estamos trabalhando no regime

de baixas temperaturas, ou seja, T � TC (TC é a temperatura de Curie), temos que todos

os spins estão ordenados, portanto, 〈Sx〉 = S. Dessa forma a relação de dispersão para as

ondas de spin no volume pode ser encontrada resolvendo a seguinte equação,

i~
dS+

n

dt
= 2~

∑

m

Jnm(S+
n S − S+

mS) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

−4~K6
6

∑

n

{
3S+

n S
5 + 15[S5Sy

n − 2S+
n S

3(Sy
n)2]

}
. (3.9)

A fim de linearizar nossa equação de movimento e uma vez que estamos tratando o caso

de ondas de spin não interagentes, podemos omitir os termos de mais alta ordem que a

quadrática em Sy
n. Desse modo, podemos reescrever a equação (3.9) da seguinte forma,

i~
dS+

n

dt
= 2~S

∑

m

Jnm(S+
n − S+

m) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

− 4~K6
6

∑

n

{
3S5S+

n +
15

2
S5(S+

n − S−n )

}
. (3.10)

O espectro das ondas de spin é obtido considerando os modos magnéticos com pequenos

desvios da magnetização da direção de equiĺıbrio, no caso a direção x. Para determinar os

modos, usamos a definição da transformada de Fourier dos operadores de spin
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S±n (t) =

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp

(
−iE

~
t

)
dE. (3.11)

Assim, usando a transformada de Fourier podemos escrever uma equação para o espectro

de ondas de spin no domı́nio da energia. (Ver apêdice A)

ωS+
n (E) = 2S

∑

m

Jnm[S+
n (E)− S+

m(E)] +K2S
∑

n

[S+
n (E)− S−n (E)]

−K6
6S

5
∑

n

{
30[S+

n (E)− S−n (E)] + 12S+
n (E)

}
. (3.12)

Estamos interessados em determinar a relação de dispersão das ondas de spin, ou seja, a

relação entre as frequências e os vetores de onda. Desse modo, vamos definir a transformada

de Fourier dos operadores de spin S±n envolvendo o vetor de onda ~q,

S±n (~q) =
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S±n (E). (3.13)

Vamos definir também a transformada de Fourier da integral de troca de J(~q) como:

J(~q) =
∑

m

Jnm exp[i~q · (~Rn − ~Rm)]

(3.14)

J(0) =
∑

m

Jnm

Portanto, a equação de movimento para o operador de spin S+
n é dada por:

~ωS+
n (~q) = 2~S[J(0)S+

n (~q)− J(~q)S+
m(~q)] + ~K2S[S+

n (~q)− S−n (~q)]

− ~K6
6S

5[42S+
n (~q) + 30S−n (~q)] (3.15)

Agora, precisamos escrever a equação de movimento para o operador de spin S−. Partindo

da equação (3.5), temos
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i~
dS−l
dt

= [S−l , H] (3.16)

Resolvendo o segundo termo da equação de movimento, temos

[S−l , H] = −
∑

n,m

Jn,m[S−l , (S
x
nS

x
m + S+

n S
−
m)] +K2

∑

n

[S−l , (S
z
n)2]

+ 2K6
6

∑

n

{
[S−l , (S

x
n)6]− 15[S−l , (S

x
n)4(Sy

n)2]

}
(3.17)

Da mesma forma, depois de um pouco de álgebra, substituindo o resultado do comutador

na equação (3.16), a equação de movimento para o operador de spin S− é dada por:

i~
dS−l
dt

= −2~
∑

n

Jnm[S−l S
x
n − Sx

l S
−
n ]δln + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

+4~K6
6

∑

n

{
3S−l (Sx

n)5 − 30S−l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15(Sx
n)4Sx

l S
y
n

}
δln. (3.18)

Utilizando a aproximação RPA podemos escrever 〈Sx〉 = S. E, omitindo os termos de

mais alta ordem que a quadrática em Sy
n. Portanto,

i~
dS−n
dt

= −2~S
∑

m

Jnm(S−n − S−m) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

+ 2~K6
6S

5
∑

n

(15S+
n + 21S−n ). (3.19)

Usando a definição da transformada de Fourier expressa em (3.11), podemos reescrever a

equação em termos da energia do sistema e da frequência. Assim,

~ωS−n (E) = −2~S
∑

m

Jnm[S−n (E)− S−m(E)] + ~K2S
∑

n

[S+
n (E)− S−n (E)]

+ 2~K6
6S

5
∑

n

[15S+
n (E) + 21S−n (E)]. (3.20)

A relação de dispersão para o operador de spin S−n em termos do vetor de onda ~q e da

frequência ω é obtida usando as equações (3.13) e (3.14). Portanto,
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~ωS−n (~q) = −2~S[J(0)S−n (~q)− J(~q)S−m(~q)] + ~K2S[S+
n (~q)− S−n (~q)]

+ ~K6
6S

5[30S+
n (~q) + 42S−n (~q)] (3.21)

Temos um conjunto de duas equações homogêneas que podem ser escritas na forma matri-

cial. Onde, a condição de existência de uma solução não-trivial requer que seu determinante

seja igual a zero.

det

∣∣∣∣∣∣
~ω − 2~SΓ− ~K2S + 42~K6

6S
5 ~K2S + 30~K6

6S
5

−~K2S − 30~K6
6S

5 ~ω + 2~SΓ + ~K2S − 42~K6
6S

5

∣∣∣∣∣∣
= 0

onde, Γ = [J(0)− J(~q)].

Por fim, temos que a relação de dispersão das ondas de spin para a fase Ferromagnética

é dada por:

~ω = 2S
√

[J(0)− J(~q)− 36K6
6S

4][J(0)− J(~q) +K2 − 6K6
6S

4]. (3.22)

3.3 Ondas de Spin na Fase Helimagnética

Nesta seção vamos determinar a relação de dispersão das ondas de spin para uma estrutura

do tipo helimagnética. Consideramos a contribuição para a energia total do sistema dada

pela energia de troca e anisotropia planar. Esta última sendo a responsável por manter os

momentos magnéticos no plano basal. O Hamiltoniano do sistema expresso por:

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm +K2

∑

n

(Sz
n)2. (3.23)

Como estamos tratando de um arranjo helimagnético, os momentos magnéticos estão

rotacionados de um certo ângulo φ, plano a plano, com um vetor de onda ~Q. Consideramos

a direção de quantização ao longo do eixo-x, o eixo y perpendicular ao eixo x no plano basal

e z paralelo a ~c. Portanto, precisamos fazer uma mudança no sistema de coordenadas.
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Figura 3.2: Transformação de eixos coordenados.

Sx
n = Sx′

n cosφ− Sy′

n sinφ (3.24)

Sy
n = Sx′

n sinφ+ Sy′

n cosφ (3.25)

Sz
n = Sz′

n (3.26)

onde φ = ~Q · ~Rnm. Reescrevendo o hamiltoniano em termos das novas coordenadas,

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)[(Sx
nS

x
m + Sy

nS
y
m) cos ~Q · ~Rnm + Sz

nS
z
m] +K2

∑

n

(Sz
n)2 (3.27)

Vamos definir os nossos operadores de spin:

S+
n,m = Sy

n,m + iSz
n,m (3.28)

e

S−n,m = Sy
n,m − iSz

n,m. (3.29)

Dessa forma, podemos escrever o Hamiltoniano em termo dos operadores S+ e S−

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
Sx
nS

x
m +

1

4

(
S+
n S

+
m + S−n S

−
m + 2S+

n S
−
m

)]
cos ~Q · ~Rnm

−1

4

(
S+
n S

+
m + S−n S

−
m − 2S+

n S
−
m

)}
+K2

∑

n

(Sz
n)2 (3.30)
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A equação de movimento para um operador de spin S±, na representação de Heisenberg

é descrita por:

i~
dS±l
dt

= [S±l , H] (3.31)

Temos um conjunto de equações acopladas e precisamos resolver a equação de movimento

para ambos operadores de spin. Para o operador de spin S+, a relação de comutação entre

os operadores [S+
l , H] implica em:

[S+
l , H] = −~

∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
−S+

l S
x
mδln − Sx

nS
+
l δln +

1

2
Sx
l S
−
mδln +

1

2
S−n S

x
l δln

+S+
n S

x
l δln

]
cosφ− 1

2
Sx
l S
−
mδln −

1

2
S−n S

x
l δln + S+

n S
x
l δln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln. (3.32)

Usando a aproximação RPA podemos substituir o operador de spin Sx por seu valor espe-

rado na temperatura 〈Sx〉. E, como estamos trabalhando no regime de baixas temperaturas,

T � TC e 〈Sx〉 = S. Portanto, a equação de movimento é reescrita como:

i~
dS+

n

dt
= −~S

∑

m

J(~Rnm)

{[
−2S+

n + S−m + S+
m

]
cosφ− S−m + S+

m

}

+K2~SS+
n −K2~SS−n . (3.33)

O espectro das ondas de spin é obitido considerando os modos magnéticos com pequenos

desvios da magnetização em relação a direção de equiĺıbrio. Para isso, vamos usar a definição

da transformada de Fourier e passamos de uma representação no domı́nio do tempo S(t) para

uma representação no domı́nio da energia S(E).

S+
n (t) =

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE. (3.34)

Assim, a equação de movimento em termos da energia é expressa por:
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~ωS+
n (E) = −~S

∑

m

J(~Rnm)

{[
−2S+

n (E) + S−m(E) + S+
m(E)

]
cosφ

− S−m(E) + S+
m(E)

}
+K2~SS+

n (E)−K2~SS−n (E). (3.35)

Estamos interessados em uma relação entre frequência (ou energia) e vetor de onda. Dessa

forma, vamos transformar a expressão (3.35), passando do domı́nio da energia S(E) para uma

relação no domı́nio do vetor de onda S(~q). Para isso vamos definir a tranformada de Fourier,

S+
n (~q) =

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E). (3.36)

E multiplicando a equação (3.35) por:
∑

n exp(i~q · ~Rn).

~ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) = −~S

{
−2
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) cosφ

+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) cosφ+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E) cosφ

−
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) +
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)

}

+K2~S
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−K2~S

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (3.37)

Precisamos definir a transformada de Fourier da integral de troca:

J( ~Q) =
∑

m

Jnm exp(i ~Q · ~Rnm) (3.38)

J(~q) =
∑

m

Jnm exp(i~q · ~Rnm) (3.39)

J( ~Q+ ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q+ ~q) · ~Rnm] (3.40)

J( ~Q− ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q− ~q) · ~Rnm] (3.41)

Assim, temos a equação de movimento para o operador de spin S+
n (3.37), em termo dos

vetores de onda e da frequência:
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~ωS+
n (~q) = 2~SJ( ~Q)S+

n (~q)− ~S
2

[
J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)

]
S−m(~q)

− ~S
2

[
J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)

]
S+
m(~q) + ~SJ(~q)S−m(~q)− ~SJ(~q)S+

m(~q)

+K2~SS+
n (q)−K2~SS−n (q) (3.42)

Agora, precisamos determinar a equação de movimento para o operador de spin S−. Da

mesma forma, partindo da expressão (3.31) temos,

i~
dS−l
dt

= [S−l , H] (3.43)

A relação de comutação entre os operadores [S−l , H] implica em:

[S−l , H] = −~
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
S−l S

x
mδln + Sx

nS
−
l δln −

1

2
Sx
l S

+
mδln −

1

2
S+
n S

x
l δln

−Sx
l S
−
mδln

]
cosφ+

1

2
Sx
l S

+
mδln +

1

2
S+
n S

x
l δln − Sx

l S
−
mδln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (3.44)

Assim, substituindo a equação (3.44) na equação de movimento (3.43) temos:

i~
dS−l
dt

= −~
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{
[S−l S

x
mδln + Sx

nS
−
l δln −

1

2
Sx
l S

+
mδln −

1

2
S+
n S

x
l δln

−Sx
l S
−
mδln] cosφ+

1

2
Sx
l S

+
mδln +

1

2
S+
n S

x
l δln − Sx

l S
−
mδln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (3.45)

Usando a aproximação RPA, podemos escrever 〈Sx〉 = S. Dessa forma,

i~
dS−n
dt

= −~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
2S−n − S+

m − S−m
]

cosφ+ S+
m − S−m

}

+K2~SS+
n −K2~SS−n . (3.46)
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Estamos interessados em uma relação entre frequência e vetor de onda. Dessa forma,

vamos transformar a expressão equação (3.46), do domı́nio da energia S(E), em uma relação

no domı́nio do vetor de onda S(~q). Para isso vamos definir a tranformada de Fourier,

S−n (~q) =
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (3.47)

Vamos, definir também a tranformada de Fourier da integral de troca:

J( ~Q) =
∑

m

Jnm exp(i ~Q · ~Rnm) (3.48)

J(~q) =
∑

m

Jnm exp(i~q · ~Rnm) (3.49)

J( ~Q+ ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q+ ~q) · ~Rnm] (3.50)

J( ~Q− ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q− ~q) · ~Rnm] (3.51)

Assim, temos que a equação de movimento para o operador S− é dada por:

~ωS−m(~q) = −2~SJ( ~Q)S−n (~q) +
~S
2

[
J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)

]
S+
m(~q)

+
~S
2

[
J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)

]
S−m(~q)− ~SJ(~q)S+

m(~q) + ~SJ(~q)S−m(~q)

+K2~SS+
n (q)−K2~SS−n (q) (3.52)

Agora, temos um sistema de equações para os operadores S+ e S−, que podem ser escritas

na forma matricial. Assim, usando as equações (3.42) e (3.52) temos:

[
~ω − 2~SJ( ~Q) + ~S

2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~S
2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

−~S
2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~ω + 2~SJ( ~Q)− ~S

2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

] [
S+
n

S−
n

]
= 0

onde Φ = [J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)].
Temos um conjunto de equações lineares homogêneas. A condição para a solução não-

trivial é satisfeita a partir da equação caracteŕıstica det |B − λ1|= 0.
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det

∣∣∣∣∣∣
~ω − 2~SJ( ~Q) + ~S

2
Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~S

2
Φ− ~SJ(~q) +K2~S

−~S
2

Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~ω + 2~SJ( ~Q)− ~S
2

Φ− ~SJ(~q) +K2~S

∣∣∣∣∣∣
= 0

Assim, a relação de dispersão das ondas de spin para a fase Helimagnética é dada por:

~ω = 2~S

√{
J( ~Q)− 1

2

[
J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)

]}[
J( ~Q)− J(~q) +K2

]
(3.53)
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3.4 Manifestação Experimental das Ondas de Spin

Após a obtenção do espectro das ondas de spin através de um formalismo teórico, para

determinadas ordens magnéticas, como a fase ferromagnética e helimagnetica no volume.

Nesta seção mostramos alguns resultados experimentais conhecidos, suas excitações experi-

mentais servem não somente para dar um melhor entendimento das vibrações coletivas da

matéria mas, também, fornecem medidas dos parâmetros de exchange J , por exemplo, entre

os spins. Os resultados experimentais que produzem o espectro das ondas de spin em metais

terras raras pesadas são na verdade de dois tipos: de um lado, os experimentos com ondas

de spin que dão uma influência indireta no comportamento das propriedades macroscópicas,

e, por outro lado, as experiências que conduzem diretamente para a excitação real das ondas

de spin.

As experiências do primeiro tipo são principalmente as medidas macroscópicas da mag-

netização, calor espećıfico ou resistividade elétrica em baixas temperaturas que refletem os

comportamentos das ondas de spin. No entanto, estas experiências são indiretas e sofrem as

dificuldades em separar a contribuição das ondas de spin das outras contribuições.

Para as experiências do segundo tipo podemos citar o espalhamento inelástico de nêutrons

e a ressonância magnética. Estas duas experiências são complementares. O espalhamento

inelástico de nêutrons dá a curva completa de ondas de spin para todos os valores ~q, enquanto

a ressonância magnética dá apenas algumas ondas de spin para um determinado ~q.

A relação de dispersão das ondas de spin para o Disprósio vem sendo estudada por espa-

lhamento de nêutron por Nicklow [53]. O Disprósio possui uma estrutura helicoidal simples

abaixo de TN igual a 179K e uma estrutura ferromagnética abaixo de TC aproximadamente

87K. A relação de dispersão da onda de spin foi obtido na direção do eixo-~c, em 78K na

estrutura ferromagnética como mostrado na figura 3.3, e em 98K na estrutura helicoidal

como mostra a figura 3.4. Posteriormente, Nicklow e Wakabayashi mediram o espectro de

propagação das energias de mágnons ao longo da direção ~c e ~a na fase ferromagnética de

Disprósio a 4.7 e 78K [37]. A integral de troca [J(~q) − J(~0)], como mostra a figura 3.5, em

4.7K tem um máximo em um valor de ~q igual a | ~q |= 0.1(2π/c) um pouco menor do que o

valor máximo encontrado | ~q |= 0.15(2π/c) em 78K [37].
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A figura 3.6 mostra as curvas da transformada de Fourier deduzida diretamente a partir de

medições das relações de dispersão para as excitações magnéticas, e sua variação determinada

experimentalmente, com ~q ao longo da direção ~c para as terras raras pesadas.

Figura 3.3: Pontos experimentais da curva de dispersão das ondas de spin na direção do
eixo-~c na fase ferromagnética para o Dy em 78K [48].
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Figura 3.4: Pontos experimentais da curva de dispersão das ondas de spin medida ao longo
do eixo-~c na fase helimagnética para o Dy em 98K [48].
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Figura 3.5: A transformada de Fourier da integral de troca medida ao longo do eixo-~c para
o Dy a partir das medições das ondas de spin na fase ferromagnética em 78K e na fase
helicoidal a 98K [48].
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Fig. 1.17. The exchange interaction JS(q) − JS(0), determined ex-
perimentally in the magnetic heavy rare earth metals. The magnitude
of the peak, which stabilizes the observed periodic magnetic structures,

increases monotonically with atomic number.

A notable feature is the maximum which, except in Gd, occurs at non-
zero q and, as discussed in the following section, is responsible for stabi-
lizing the periodic magnetic structures in the metals. In the approxima-
tion which we have used, the conduction-electron susceptibility is given
by

χ(q) =
2μ2

B

V

∑

nn′k

fnk − fn′k−q

εn′(k− q) − εn(k)
, (1.4.23)

Figura 3.6: A integral de troca [J(~q) − J(0)], determinada experimentalmente nos metais
de terras raras. A magnitude do pico, o qual estabiliza as estruturas magnéticas periódicas
observadas, aumenta monotonamente com número atômico [7].



Caṕıtulo 4

Ondas de Spin em Filmes de Terras
Raras

4.1 Ondas de Spin em Filmes

Nesta seção vamos determinar a relação de dispersão das ondas de spin para o caso de um

Ferromagneto com uma geometria de filme fino. Vamos considerar a direção de quantização

ao longo do eixo-x. No estado fundamental todos os spins possuem uma componente na

direção x, MS ∝ Sx
n, ou seja, consideramos os spins com pequenos desvios da magnetização

da direção de equiĺıbrio. No estado excitado uma onda viaja através dos spins que estão

precessionando de tal forma que, na direção de propagação da onda, o ângulo de fase entre

os spins vizinhos é uma constante.

Consideramos um Hamiltoniano que é caracterizado por termos de: interação de troca e

anisotropia, planar e hexagonal, respectivamente. Dessa forma temos,

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm +
∑

n

{
K2(S

z
n)2 +K6

6

[
(S+

n )6 + (S−n )6
]}
. (4.1)

O nosso sistema é formado por um filme constitúıdo de N camadas atômicas e paralelo

ao plano xy. Cada camada representada por um número inteiro n (= 1, 2, ..., N), onde n = 1

representa o topo da superf́ıcie em z = 0 e n = N representando a parte inferior a superf́ıcie

em z = −(N − 1)a, onde a é o parâmetro da rede.

Para uma estrutura hcp (hexagonal close-packed), ela pode ser imaginada como duas redes

Bravais hexagonais simples interpenetrantes, deslocadas verticalmente por uma distância c/2
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e deslocados horizontalmente de tal maneira que um dos pontos de uma das redes está

diretamente sobre os centros dos triângulos formados pelos pontos da outra rede. A direção

do empilhamento (ā3) é conhecida como eixo c. Os vetores primitivos são dados por:

ā1 = ax̂, ā2 =
a

2
x̂+

√
3

2
aŷ, ā3 = cẑ. (4.2)

Onde para uma estrutura hcp ideal: c =
√

8
3
a. Assim, a estrutura é contituida por todos os

pontos com vetores de posição ~R da forma:

~R =
1

3
ā1 +

1

3
ā2 +

1

2
ā3 (4.3)

~R =
a

2
x̂+

a

2
√

3
ŷ +

c

2
ẑ. (4.4)

   

   

   

 

  

a 

    

(a)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

     

(b)

Figura 4.1: Célula unitária para uma estrutura hcp.
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Definimos os operadores de spin S+
n e S−n sendo:

S+
n = Sy

n + iSz
n

(4.5)

S−n = Sy
n − iSz

n

Então,

H = −
∑

n,m

n6=m

Jn,m
[
Sx
nS

x
m + S+

n S
−
m

]
+
∑

n

{
K2(S

z
n)2 + 2K6

6

[
(Sx

n)6 − 15(Sx
n)4(Sy

n)2
]}
. (4.6)

Vamos considerar a interação de exchange entre primeiros vizinhos J1 e segundos vizinhos

J2, para isso devemos levar em conta o número de átomos para primeiros e segundos vizinhos

da interação.

� Primeiros vizinhos:

Para uma interação de primeiros vizinhos, tomando como base um átomo situado ao

centro do plano hexagonal como mostra a figura 4.2, devido a estrutura critalina temos 3

átomos no plano acima e 3 átomos no plano abaixo.

𝑦  

𝑧  

𝑥  

 

𝒄/𝟐 

𝒄/𝟐 

Figura 4.2: Interação de primeiros vizinhos J1, plano acima e abaixo, com uma distância c/2
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1. Plano acima:

 

            

      

x 

y 

Figura 4.3: Posição ~R em relação a cada átomo da rede acima.

~R1 =
a

2
x̂+

a

2
√

3
ŷ +

c

2
ẑ

~R2 = −a
2
x̂+

c

2
ẑ (4.7)

~R3 =
a

2
x̂− a

2
√

3
ŷ +

c

2
ẑ

2. Plano abaixo:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

      

            

x 

y 

Figura 4.4: Posição ~R em relação a cada átomo da rede abaixo.

~R4 = −a
2
x̂+

a

2
√

3
ŷ − c

2
ẑ

~R5 =
a

2
x̂− c

2
ẑ (4.8)

~R6 = −a
2
x̂− a

2
√

3
ŷ − c

2
ẑ
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� Segundos vizinhos:

Para a interação de segundos vizinhos, tomando como base um átomo situado ao centro

do plano hexagonal como mostra a figura 4.5, temos 1 átomo no plano acima e 1 átomo no

plano abaixo.

3. Plano acima:

𝑦  

𝑧  

𝑥  

 

𝒄 

𝒄 

Figura 4.5: Interação de segundos vizinhos J2, plano acima e abaixo, com uma distância c.

~R7 = cẑ (4.9)

4. Plano abaixo:

~R8 = −cẑ (4.10)

Agora, vamos definir a tranformada de Fourier da integral de troca.

J(~q) =
∑

n,m

Jnm exp(i~q · ~Rnm)

J(~q) =
∑

n,m

Jnm exp[i~q · (~Rn − ~Rm)] (4.11)

Onde ~q é o vetor de onda e tem componentes ~q = qxx̂+ qyŷ + qz ẑ.

Temos que determinar a integral de troca J(~q), para cada plano do sistema, levando em

conta apenas interações de primeiros e segundos vizinhos, J1 e J2 respectivamente.
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� Primeiro plano: 

 

   

   

   

   

   

Figura 4.6: Interação de troca, como referência o primeiro plano, entre primeiros e segundos
vizinhos abaixo.

1. Plano abaixo:

J(~q) = J1

{
exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (−a

2
x̂+

a

2
√

3
ŷ − c

2
ẑ)
]

+ exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (a

2
x̂− c

2
ẑ)
]

+ exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (−a

2
x̂− a

2
√

3
ŷ − c

2
ẑ)
]}

+J2 exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (−cẑ)

]
(4.12)

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
−i(a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
i(
a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(−icqz) (4.13)

J(0) = 3J1 + J2 (4.14)

� Segundo plano:
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Figura 4.7: Interação de troca, como referência o segundo plano, entre primeiros vizinhos
acima, e primeiros e segundos vizinhos abaixo.

1. Plano acima:

J(~q) = J1

{
exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (a

2
x̂+

a

2
√

3
ŷ +

c

2
ẑ)
]

+ exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (−a

2
x̂+

c

2
ẑ)
]

+ exp
[
i(qxx̂+ qyŷ + qz ẑ) · (a

2
x̂− a

2
√

3
ŷ +

c

2
ẑ)
]}

(4.15)

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
−i(a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
i(
a

2
qx −

c

2
qz)
]}

(4.16)

J(0) = 3J1 (4.17)

2. Plano abaixo:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
−i(a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
i(
a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(−icqz) (4.18)

J(0) = 3J1 + J2 (4.19)
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� Terceiro plano até (N − 2) planos:

 𝐽𝐽1 

𝐽𝐽2 

3º 

(𝑁𝑁 − 2) 

𝐽𝐽1 

𝐽𝐽2 

𝐽𝐽1 

𝐽𝐽2 𝐽𝐽1 

𝐽𝐽2 

Figura 4.8: Interação de troca, como referência o terceiro plano até (N − 2) planos, teremos
interação entre primeiros e segundos vizinhos acima e abaixo.

1. Plano acima:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
i(
a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
−i(a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(icqz) (4.20)

J(0) = 3J1 + J2 (4.21)

2. Plano abaixo:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
−i(a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
i(
a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(−icqz) (4.22)

J(0) = 3J1 + J2 (4.23)
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� Para o plano (N − 1):
 

 

 

   

   

       

   

   

Figura 4.9: Interação de troca, como referência (N − 1) planos, entre primeiros vizinhos
acima e abaixo, e segundos vizinhos acima.

1. Plano acima:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
i(
a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
−i(a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(icqz) (4.24)

J(0) = 3J1 + J2 (4.25)

2. Plano abaixo:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
−i(a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
i(
a

2
qx −

c

2
qz)
]}

(4.26)

J(0) = 3J1 (4.27)
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� Para o N − ésimo plano:
 

   

   

   

Figura 4.10: Interação de troca, como referência o N-ésimo plano, entre primeiros e segundos
vizinhos acima.

1. Plano acima:

J(~q) = J1

{
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp

[
i(
a

2
qx +

c

2
qz)
]

+ exp
[
−i(a

2
qx −

c

2
qz)
]}

+J2 exp(icqz) (4.28)

J(0) = 3J1 + J2 (4.29)

Vamos calcular a relação de dispersão para cada plano.

� Primeiro plano:

ωS+
1 = 2S

{
(3J1 + J2)S

+
1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
2 + J2 exp(−icqz)S+

3

}
+K2S[S+

1 − S−1 ]

−K6
6S

5[42S+
1 + 30S−1 ] (4.30)
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ωS−1 = −2S

{
(3J1 + J2)S

−
1 + J2

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S−2 + J2 exp(−icqz)S−3

}
+K2S[S+

1 − S−1 ]

+K6
6S

5[30S+
1 + 42S−1 ] (4.31)

� Segundo plano:

ωS+
2 = 2S

{
(6J1 + J2)S

+
2 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
3 + J2 exp(−icqz)S+

4

}
+K2S[S+

2 − S−2 ]

−K6
6S

5[42S+
2 + 30S−2 ] (4.32)

ωS−2 = −2S

{
(6J1 + J2)S

−
2 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S−1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S−3 + J2 exp(−icqz)S−4

}
+K2S[S+

2 − S−2 ]

+K6
6S

5[30S+
2 + 42S−2 ] (4.33)

� Terceiro plano até (N − 2) planos:

ωS+
n = 2S

{
(6J1 + 2J2)S

+
n + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
n−1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
n+1 + J2 exp(icqz)S

+
n−2 + J2 exp(−icqz)S+

n+2

}

+K2S[S+
n − S−n ]−K6

6S
5[42S+

n + 30S−n ] (4.34)
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ωS−n = −2S

{
(6J1 + 2J2)S

−
n + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S−n−1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S−n+1 + J2 exp(icqz)S

−
n−2 + J2 exp(−icqz)S−n+2

}

+K2S[S+
n − S−n ] +K6

6S
5[30S+

n + 42S−n ] (4.35)

� Para o plano (N − 1):

ωS+
N−1 = 2S

{
(6J1 + 2J2)S

+
N−1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
N−2 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
N + J2 exp(icqz)S

+
N−3

}
+K2S[S+

N−1 − S−N−1]

−K6
6S

5[42S+
N−1 + 30S−N−1] (4.36)

ωS−N−1 = −2S

{
(6J1 + 2J2)S

−
N−1 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S−N−2 + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[−i(a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[i(
a

2
qx −

c

2
qz)]
]
S−N + J2 exp(icqz)S

−
N−3

}
+K2S[S+

N−1 − S−N−1]

+K6
6S

5[30S+
N−1 + 42S−N−1] (4.37)

� Para o N − ésimo plano:

ωS+
N = 2S

{
(6J1 + 2J2)S

+
N + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S+
N−1 + J2 exp(icqz)S

+
N−2

}
+K2S[S+

N − S−N ]

−K6
6S

5[42S+
N + 30S−N ] (4.38)
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ωS−N = −2S

{
(6J1 + 2J2)S

−
N + J1

[
2 cos(

a

2
√

3
qy) exp[i(

a

2
qx +

c

2
qz)]

+ exp[−i(a
2
qx −

c

2
qz)]
]
S−N−1 + J2 exp(icqz)S

−
N−2

}
+K2S[S+

N − S−N ]

+K6
6S

5[30S+
N + 42S−N ] (4.39)

Assim, temos um sistema de equações para os operadores de spin S+ e S−, para o N-ésimo

plano, que podem ser escritas na forma matricial.




a11 • • • • • a1N

• • •
• • •
• • •
• • •
• • •
aN1 • • • • • aNN







S+
1

S−1

•
•
•
S+
N

S−N




= 0

A matriz de autovalores dos operadores de spin é da forma 2N × 2N , onde o resultado

anaĺıtico do seu determinante não é trivial, portanto, a forma mais conveniente é obter este

resultado numericamente.

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 • • • • • a1N

• • •
• • •
• • •
• • •
• • •
aN1 • • • • • aNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

Assim, a relação de dispersão ou a freqüência de propagação das ondas de spin, em nosso

sistema, é uma função de vários parâmetros ω(J1,J2, K2, K
6
6), parâmetros estes que para um

determinado elemento Terra-Rara, são obtidos de resultados experimentais na literatura.



Caṕıtulo 5

Conclusão e Perspectivas

Neste trabalho, apresentamos uma teoria baseada no modelo do Hamiltoniano de Heisen-

berg e nas transformações de Holstein-Primakoff, para a determinação da relação de dispersão

das fases ferromagética e helimagnética de volume, para os metais de terras raras de estru-

tura cristalina HCP. Este cálculo foi extendido para a obtenção da relação de dispersão dos

filmes finos de terras raras, de onde é posśıvel determinar o espectro caracteŕıstico das dife-

rentes fases magnéticas encontradas nestes filmes, dando desta forma uma assinatura destas

diferentes fases magnéticas.

Como perspectiva, vamos elaborar um programa computacional que determinará as relações

de dispersão para qualquer elemento terra rara na forma de filme fino.
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Apêndice A

Cálculo das ondas de Spin

A.1 Ondas de Spin na Fase Ferromagnética

Nesta seção vamos apresentar o cálculo detalhado para a determinação da relação de

dispersão das ondas de spin. O Hamiltonano do nosso sistema, descrito por termos de troca

e anisotropia (planar e hexagonal), é dado por:

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm +
∑

n

K2(S
z
n)2 +

∑

n

K6
6 [(S+

n )6 + (S−n )6]. (A.1)

Vamos representar cada termo da equação (A.1) usando a seguinte notação:

H1 = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm

= −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)[Sx
nS

x
m + Sy

nS
y
m + Sz

nS
z
m]

= −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)[Sx
nS

x
m + S+

n S
−
m] (A.2)

H2 =
∑

n

K2(S
z
n)2 (A.3)
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H3 =
∑

n

K6
6 [(S+

n )6 + (S−n )6]

=
∑

n

K6
6 [(Sx

n + iSy
n)6 + (Sx

n − iSy
n)6]

=
∑

n

K6
6 [2(Sx

n)6 − 30(Sx
n)4(Sy

n)2 + 30(Sx
n)2(Sy

n)4 − 2(Sy
n)6]

=
∑

n

K6
6 [2(Sx

n)6 − 30(Sx
n)4(Sy

n)2] (A.4)

Onde Sx
n S

x
m são as componentes de ~Sn e ~Sm, respectivamente, no eixo de quantização.

E, os operadores de spin são dados por:

S+
n = Sy

n + iSz
n (A.5)

e

S−n = Sy
n − iSz

n. (A.6)

Portanto, a Hamiltoniana do sistema pode ser reescrita da forma,

H = −
∑

n,m

n6=m

Jn,m[Sx
nS

x
m + S+

n S
−
m] +

∑

n

{
K2(S

z
n)2 + 2K6

6 [(Sx
n)6 − 15(Sx

n)4(Sy
n)2]

}
. (A.7)

A equação de movimento para um operador de spin S+ ou S− em qualquer śıtio l, pode

se descrita na representação de Heisenberg por:

i~
dS±l
dt

= [S±l , H]. (A.8)

Temos que resolver a equação de movimento para ambos operadores de spin. O segundo

termo da equação (A.8) para o operador S+
l , substituindo a Hamiltoniana (A.7), é dado por:

[S+
l , H] = −

∑

n,m

Jn,m[S+
l , (S

x
nS

x
m + S+

n S
−
m)] +K2

∑

n

[S+
l , (S

z
n)2]

+ 2K6
6

∑

n

{
[S+

l , (S
x
n)6]− 15[S+

l , (S
x
n)4(Sy

n)2]

}
(A.9)
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ou

[S+
l , H] = [S+

l , H1] + [S+
l , H2] + [S+

l , H3] (A.10)

Para facilitar os cálculos vamos resolver cada termo separadamente. O primeiro a ser

resolvido é:

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
[S+

l , S
x
nS

x
m] + [S+

l , S
+
n S
−
m]

}
. (A.11)

Usando a seguinte identidade do comutador,

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C]. (A.12)

Portanto,

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
[S+

l , S
x
n]Sx

m + Sx
n[S+

l , S
x
m] + [S+

l , S
+
n ]S−m + S+

n [S+
l , S

−
m]

}
. (A.13)

Substituindo os operadores de spin S+
n e S−n e sabendo que um operador comuta com ele

mesmo, portanto, [S+
l , S

+
n ]S−m = 0 temos

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
[Sy

l + iSz
l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l + iSz
l , S

x
m] + S+

n [S+
l , S

−
m]

}
. (A.14)

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
[Sy

l , S
x
n]Sx

m + i[Sz
l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l + Sx
m]

+iSx
n[Sz

l , S
x
m] + S+

n [S+
l , S

−
m]

}
. (A.15)

Sabendo que

[Sy
l , S

x
n] = −i~Sz

l δln, (A.16)
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e similarmente, por permutção ćıclica (x→ y → z → x)

[Sx
l , S

z
n] = −i~Sy

l δln, (A.17)

[Sz
l , S

y
n] = −i~Sx

l δln. (A.18)

Portanto,

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
−(i~Sz

l S
x
m)δln − (~Sy

l S
x
m)δln − (i~Sx

nS
z
l )δlm

−(~Sx
nS

y
l )δlm + 2(~S+

n S
x
l )δlm

}
(A.19)

[S+
l , H1] = −

∑

n,m

Jn,m

{
−~(Sy

l + iSz
l )Sx

mδln − ~Sx
n(Sy

l + iSz
l )δlm

+2(~S+
n S

x
l )δlm

}
. (A.20)

[S+
l , H1] = ~

∑

n,m

Jn,m
[
S+
l S

x
mδln + Sx

nS
+
l δlm − 2S+

n S
x
l δlm

]
. (A.21)

Assim, para n = m obtemos a seguinte expressão:

[S+
l , H1] = ~

∑

m

Jn,m
[
S+
l S

x
m + Sx

mS
+
l − 2S+

mS
x
l

]
δlm. (A.22)

O segundo termo a ser calculado é,

[S+
l , H2] = K2

∑

n

[S+
l , (S

z
n)2] (A.23)

[S+
l , H2] = K2

∑

n

[S+
l , S

z
n]

d

dSz
n

(Sz
n)2 (A.24)
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[S+
l , H2] = 2K2

∑

n

[Sy
l + iSz

l , S
z
n]Sz

n (A.25)

[S+
l , H2] = 2K2

∑

n

{
[Sy

l , S
z
n]Sz

n + i[Sz
l , S

z
n]Sz

n

}
(A.26)

[S+
l , H2] = 2K2

∑

n

(i~Sx
l S

z
n)δln (A.27)

Sabendo que,

S+
l − S−l = Sy

n + iSz
n − Sy

n + iSz
n

S+
l − S−l = 2iSz

n. (A.28)

Isolando Sz
n, temos

Sz
n =

(S+
l − S−l )

2i
. (A.29)

Substituindo na expressão, resulta em

[S+
l , H2] = ~K2

∑

n

Sx
l (S+

l − S−l )δln. (A.30)

O terceiro termo é dado por:

[S+
l , H3] = 2K6

6

∑

n

{
[S+

l , (S
x
n)6]− 15[S+

l , (S
x
n)4(Sy

n)2]

}
(A.31)

[S+
l , H3] = 2K6

6

∑

n

{
[S+

l , S
x
n]

d

dSx
n

(Sx
n)6 − 15[S+

l , S
x
n]

d

dSx
n

(Sx
n)4(Sy

n)2

+ 15(Sx
n)4[S+

l , S
y
n]

d

dSy
n

(Sy
n)2
}
. (A.32)
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[S+
l , H3] = 2K6

6

∑

n

{
6[S+

l , S
x
n](Sx

n)5 − 15
[
4[S+

l , S
x
n](Sx

n)3(Sy
n)2
]

+ 15
[
2(Sx

n)4[S+
l , S

y
n]Sy

n

]}
. (A.33)

Resolvendo os comutadores separadamente,

[S+
l , S

x
n] = [Sy

l + iSz
l , S

x
n]

= [Sy
l , S

x
n] + i[Sz

l , S
x
n]

= −i~Sz
l δln − ~Sy

l δln

= −~S+
l δln. (A.34)

[S+
l , S

y
n] = [Sy

l + iSz
l , S

y
n]

= [Sy
l , S

y
n] + i[Sz

l , S
y
n]

= i(−i~Sx
n)δln

= ~Sx
nδln. (A.35)

Substituindo as equações (A.34) e (A.35) em (A.33), temos

[S+
l , H3] = 2K6

6

∑

n

{
−6~S+

l (Sx
n)5δln + 60~S+

l (Sx
n)3(Sy

n)2δln

− 30~Sx
l (Sx

n)4Sy
nδln

}
. (A.36)

[S+
l , H3] = −4~K6

6

∑

n

{
3S+

l (Sx
n)5 − 30S+

l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15Sx
l (Sx

n)4Sy
n

}
δln. (A.37)

Assim, substituindo as equações (A.22), (A.30) e (A.37), na equação de movimento para

o operador de spin S+
l equação (A.10), ficamos com
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i~
dS+

l

dt
= ~

∑

m

Jnm(S+
l S

x
m + Sx

mS
+
l − 2S+

mS
x
l )δlm + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

− 4~K6
6

∑

n

[
3S+

l (Sx
n)5 − 30S+

l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15Sx
l (Sx

n)4Sy
n

]
δln (A.38)

i~
dS+

l

dt
= 2~

∑

m

Jnm(S+
l S

x
m − S+

mS
x
l )δlm + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

−4~K6
6

∑

n

{
3S+

l (Sx
n)5 + 15

[
Sx
l (Sx

n)4Sy
n − 2S+

l (Sx
n)3(Sy

n)2
]}
δln. (A.39)

Fazendo 〈Sx〉 = S e δ → l = n,

i~
dS+

n

dt
= 2~

∑

m

Jnm(S+
n S − S+

mS) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

− 4~K6
6

∑

n

{
3S+

n S
5 + 15

[
S5Sy

n − 2S+
n S

3(Sy
n)2
]}
. (A.40)

Usando os operadores de spin S+
n e S−n , podemos escrever Sy

n da seguinte maneira. So-

mando as eqs. (A.5) e (A.6) e isolando Sy
n resultará em,

Sy
n =

(S+
n − S−n )

2
. (A.41)

A fim de linearizar nossa equação desprezaremos o termo [−2S+
n S

3(Sy
n)2]. E, substituindo

a equação (A.41) em (A.40) obtemos

i
dS+

n

dt
= 2S

∑

m

Jnm(S+
n − S+

m) +K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

− 4K6
6

∑

n

{
3S5S+

n +
15

2
S5(S+

n − S−n )

}
. (A.42)

Vamos definir a transformada de Fourier do operador de spin S±n :

S±n (t) =

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp

(
−iE

~
t

)
dE. (A.43)
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Assim,

i
d

dt

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE =

2S
∑

m

Jnm

{∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE −

∫ ∞

−∞
S+
m(E) exp(−iE

~
t)dE

}

+K2S
∑

n

{∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE −

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE

}

− 30K6
6S

5
∑

n

{∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE +

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE

}

− 12K6
6S

5
∑

n

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE. (A.44)

ωS+
n (E) = 2S

∑

m

Jnm
[
S+
n (E)− S+

m(E)
]

+K2S
∑

n

[
S+
n (E)− S−n (E)

]

−K6
6S

5
∑

n

{
30
[
S+
n (E)− S−n (E)

]
+ 12S+

n (E)

}
. (A.45)

Vamos definir a transformada de Fourier do operador de spin S±n em uma estrutura de N

átomos como:

S±n (~q) =
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S±n (E). (A.46)

Multiplicando a equação (A.45) por
∑

n exp(i~q · ~Rn), temos

ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) =

2S
∑

m

∑

n

Jnm

{
exp(i~q · ~Rn)S+

n (E)− exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)

}

+K2S
∑

n

{
exp(i~q · ~Rn)S+

n (E)− exp(i~q · ~Rn)S−n (E)

}

−K6
6S

5
∑

n

{
30
[
exp(i~q · ~Rn)S+

n (E)− exp(i~q · ~Rn)S−n (E)
]

+ 12 exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)

}
. (A.47)
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Assim, como definimos em (A.46), aplicando em (A.47)

~ωS+
n (~q) = 2~S

∑

m

Jnm

{
S+
n (~q)−

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)

}

+ ~K2S
[
S+
n (~q)− S−n (~q)

]
− ~K6

6

[
30S5S+

n (~q) + 30S5S−n (~q) + 12S5S+
n (~q)

]
. (A.48)

Na equação (A.48) temos o termo
∑

n exp(i~q·~Rn)S+
m(E). Multiplicando-o por (ei~q·

~Rne−i~q·
~Rn),

resulta em

∑

n

ei~q·
~RnS+

m(E)
[
ei~q·

~Rme−i~q·
~Rm
]

= S+
m(~q)ei~q·(

~Rn−~Rm), (A.49)

onde S+
m(~q) =

∑
m e

i~q·~RmS+
m(E).

A transformada de Fourier da integral de troca de J(~q) para J(~Rnm) é definida como:

J(~q) =
∑

m

Jnm exp[i~q · (~Rn − ~Rm)] (A.50)

J(0) =
∑

m

Jnm (A.51)

Portanto,

~ωS+
n (~q) = 2~S

[
J(0)S+

n (~q)− J(~q)S+
m(~q)

]
+ ~K2S

[
S+
n (~q)− S−n (~q)

]

− ~K6
6S

5
[
42S+

n (~q) + 30S−n (~q)
]

(A.52)

A equação de movimento para o operador de spin S−n equação (A.6) em qualquer śıtio l,

é dada por

i~
dS−l
dt

= [S−l , H] (A.53)

Resolvendo o comutador na equação de movimento, temos
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[S−l , H] = −
∑

n,m

Jn,m[S−l , (S
x
nS

x
m + S+

n S
−
m)] +K2

∑

n

[S−l , (S
z
n)2]

+ 2K6
6

∑

n

{[S−l , (Sx
n)6]− 15[S−l , (S

x
n)4(Sy

n)2]} (A.54)

Usando a mesma notação,

H1 = −
∑

n,m

Jn,m[Sx
nS

x
m + S+

n S
−
m]

H2 = K2

∑

n

(Sz
n)2 (A.55)

H3 = 2K6
6

∑

n

[(Sx
n)6 − 15(Sx

n)4(Sy
n)2].

Assim, ficamos com:

[S−l , H] = [S−l , H1] + [S−l , H2] + [S−l , H3] (A.56)

Da mesma maneira, para facilitar os cálculos iremos resolver cada comutador separada-

mente. O primeiro termo a ser resolvido é:

[S−l , H1] = −
∑

n,m

Jn,m{[S−l , Sx
nS

x
m] + [S−l , S

+
n S
−
m]}. (A.57)

Usando a equação (A.12), ficamos com

[S−l , H1] = −
∑

n,m

Jn,m{[S−l , Sx
n]Sx

m + Sx
n[S−l , S

x
m] + [S−l , S

+
n ]S−m + S+

n [S−l , S
−
m]}. (A.58)

Substituindo os operadores de spin S+
n e S−n e sabendo que S+

n [S−l , S
−
m] = 0 temos

[S−l , H1] = −
∑

n,m

Jn,m{[Sy
l − iSz

l , S
x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l − iSz
l , S

x
m] + [S−l , S

+
n ]S−m}. (A.59)
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[S−l , H1] = −
∑

n,m

Jn,m{[Sy
l , S

x
n]Sx

m − i[Sz
l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l , S
x
m]− iSx

n[Sz
l , S

x
m]

+[S−l , S
+
n ]S−m}. (A.60)

Sabendo que [Sy
l , S

x
n] = −i~Sz

l δln e [Sz
l , S

x
n] = i~Sy

l δln, podemos reescrever a equação

(A.60) como

[S−l , H1] = −
∑

n,m

Jn,m{(−i~Sz
l S

x
m)δln + (~Sy

l S
x
m)δln − (i~Sx

nS
z
l )δlm

+(i~Sx
nS

y
l )δlm − 2(~Sx

l S
−
m)δln} (A.61)

[S−l , H1] = −~
∑

n,m

Jn,m{S−l Sx
mδln + Sx

nS
−
l δlm − 2Sx

l S
−
mδlm}. (A.62)

Assim, para n = m temos,

[S−l , H1] = −~
∑

m

Jn,m{S−l Sx
m + Sx

mS
−
l − 2Sx

l S
−
m}δlm. (A.63)

O segundo comutador que vamos resolver é,

[S−l , H2] = K2

∑

n

[S−l , (S
z
n)2] (A.64)

[S−l , H2] = K2

∑

n

[S−l , S
z
n]

d

dSz
n

(Sz
n)2

[S−l , H2] = 2K2

∑

n

[Sy
l − iSz

l , S
z
n]Sz

n

[S−l , H2] = 2K2

∑

n

{[Sy
l , S

z
n]− i[Sz

l , S
z
n]}Sz

n



69

[S−l , H2] = 2K2

∑

n

(i~Sx
l S

z
n)δln (A.65)

Usando a equação (A.29) podemos reescrever nossa expressão e obter finalmente nosso

resultado,

[S−l , H2] = ~K2

∑

n

Sx
l (S+

l − S−l )δln. (A.66)

Por fim, o terceiro comutador que vamos calcular é

[S−l , H3] = 2K6
6

∑

n

{[S−l , (Sx
n)6]− 15[S−l , (S

x
n)4(Sy

n)2]} (A.67)

[S−l , H3] = 2K6
6

∑

n

{
[S−l , S

x
n]

d

dSx
n

(Sx
n)6 − 15(Sx

n)4[S−l , S
y
n]

d

dSy
n

(Sy
n)2

− 15[S−l , S
x
n]

d

dSx
n

(Sx
n)4(Sy

n)2
}
. (A.68)

[S−l , H3] = 2K6
6

∑

n

{
6[S−l , S

x
n](Sx

n)5 − 15
[
4[S−l , S

x
n](Sx

n)3(Sy
n)2
]

− 15
[
2(Sx

n)4[S−l , S
y
n]Sy

n

]}
. (A.69)

Resolvendo os comutadores separadamente,

[S−l , S
x
n] = [Sy

l − iSz
l , S

x
n]

= [Sy
l , S

x
n]− i[Sz

l , S
x
n]

= −i~Sz
l δln + ~Sy

l δln

= ~S−l δln. (A.70)
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[S−l , S
y
n] = [Sy

l − iSz
l , S

y
n]

= [Sy
l , S

y
n]− i[Sz

l , S
y
n]

= −i(−i~Sx
n)δln

= −~Sx
nδln. (A.71)

Substituindo as equações (A.70) e (A.71) em (A.69), temos

[S−l , H3] = 2K6
6

∑

n

{
6~S−l (Sx

n)5δln − 60~S−l (Sx
n)3(Sy

n)2δln

+ 30~(Sx
n)4Sx

l S
y
nδln

}
. (A.72)

[S−l , H3] = 4~K6
6

∑

n

{
3S−l (Sx

n)5 − 30S−l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15(Sx
n)4Sx

l S
y
n

}
δln. (A.73)

Assim, substituindo as equações (A.63), (A.66) e (A.73), na equação de movimento para

o operador de spin S−l equação (A.56), ficamos com

i~
dS−l
dt

= −~
∑

m

Jnm

{
S−l S

x
m + Sx

mS
−
l − 2Sx

l S
−
m

}
δlm + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

+ 4~K6
6

∑

n

{
3S−l (Sx

n)5 − 30S−l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15(Sx
n)4Sx

l S
y
n

}
δln (A.74)

i~
dS−l
dt

= −2~
∑

n

Jnm

{
S−l S

x
n − Sx

l S
−
n

}
δln + ~K2

∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln

+4~K6
6

∑

n

{
3S−l (Sx

n)5 − 30S−l (Sx
n)3(Sy

n)2 + 15(Sx
n)4Sx

l S
y
n

}
δln. (A.75)

Fazendo 〈Sx〉 = S e δ → l = n,

i~
dS−n
dt

= −2~S
∑

m

Jnm(S−n − S−m) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

+ 4~K6
6

∑

n

{
3S−n S

5 − 30S−n S
3(Sy

n)2 + 15S5Sy
n

}
. (A.76)
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Usando a equação (A.41) para Sy
n e desprezando o termo −30S−n S

3(Sy
n)2, ficamos com

i~
dS−n
dt

= 2~S
∑

m

Jnm(S−n − S−m) + ~K2S
∑

n

(S+
n − S−n )

+ 2~K6
6S

5
∑

n

(15S+
n + 21S−n ). (A.77)

Usando a definição da transformada de Fourier expressa na equação (A.43), podemos

reescrever nossa equação em termos da energia do sistema,

i~
d

dt

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE =

− 2~S
∑

m

Jnm

{∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE −

∫ ∞

−∞
S−m(E) exp(−iE

~
t)dE

}

+ ~K2S
∑

n

{∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE −

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE

}

+ 2~K6
6S

5
∑

n

{
15

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iE

~
t)dE + 21

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iE

~
t)dE

}
(A.78)

~ωS−n (E) = −2~S
∑

m

Jnm

{
S−n (E)− S−m(E)

}
+ ~K2S

∑

n

{
S+
n (E)− S−n (E)

}

+ 2~K6
6S

5
∑

n

{
15S+

n (E) + 21S−n (E)

}
. (A.79)

Multiplicando a equação por
∑

n exp(i~q · ~Rn) e usando a equação (A.46) para escrever

nossa equação em termos do vetor de onda ~q, ficamos com

~ωS−n (~q) = −2~S
∑

m

Jnm

{
S−n (~q)−

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−m(E)

}

+ ~K2S

{
S+
n (~q)− S−n (~q)

}
+ 2~K6

6S
5

{
15S+

n (~q) + 21S−n (~q)

}
. (A.80)

Na equação (A.80) temos o termo
∑

n exp(i~q·~Rn)S−m(E). Multiplicando-o por (ei~q·
~Rne−i~q·

~Rn),

resulta em
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∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−m(E)
[
exp(i~q · ~Rm) exp(−i~q · ~Rm)

]
= S−m(~q) exp[i~q · (~Rn − ~Rm)], (A.81)

onde S−m(~q) =
∑

m exp(i~q · ~Rm)S−m(E).

A transformada de Fourier da integral de troca de J(~q) para J(~Rnm) é definida como:

J(~q) =
∑

m

Jnm exp
[
~q · (~Rn − ~Rm)

]
(A.82)

J(0) =
∑

m

Jnm (A.83)

Portanto,

~ωS−n (~q) = −2~S[J(0)S−n (~q)− J(~q)S−m(~q)] + ~K2S[S+
n (~q)− S−n (~q)]

+ ~K6
6S

5[30S+
n (~q) + 42S−n (~q)] (A.84)

Podemos escrever o nosso sistema de equações em forma de matriz. Assim, usando a

equações (A.52) e (A.84) ficamos com


 ~ω − 2~SΓ− ~K2S + 42~K6

6S
5 ~K2S + 30~K6

6S
5

−~K2S − 30~K6
6S

5 ~ω + 2~SΓ + ~K2S − 42~K6
6S

5




 S+

n

S−n


= 0.

onde Γ = [J(0)− J(~q)].

Temos um conjunto de duas equações homogêneas lineares. A condição para a solução

não-trivial é dada por

det

∣∣∣∣∣∣
~ω − 2~SΓ− ~K2S + 42~K6

6S
5 ~K2S + 30~K6

6S
5

−~K2S − 30~K6
6S

5 ~ω + 2~SΓ + ~K2S − 42~K6
6S

5

∣∣∣∣∣∣
= 0.

A relação de dispersão das ondas de spin na fase Ferromagnética é:

~ω = 2S
√

[J(0)− J(~q)− 36K6
6S

4][J(0)− J(~q) +K2 − 6K6
6S

4]. (A.85)
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A.2 Ondas de Spin na Fase Helimagnética

O Hamiltoniano do sistema, para uma estrutura helicoidal com vetor de onda ~Q é dado

por:

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rn − ~Rm)~Sn · ~Sm +K2

∑

n

(Sz
n)2 (A.86)

onde K2 é uma constante positiva.

Fazendo uma transformação nos eixos coordenados, temos:

Sx
n = Sx′

n cosφ− Sy′

n sinφ (A.87)

Sy
n = Sx′

n sinφ+ Sy′

n cosφ (A.88)

Sz
n = Sz′

n (A.89)

onde φ = ~Q · ~Rnm é o ângulo entre os planos adjacentes. Assim, o hamiltoniano pode ser

reescrito em termos das novas coordenadas,

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{
(Sx

nS
x
m + Sy

nS
y
m) cos ~Q · ~Rnm + (Sx

nS
y
m − Sy

nS
x
m) sin ~Q · ~Rnm

+Sz
nS

z
m

}
+K2

∑

n

(Sz
n)2 (A.90)

Uma vez que a soma em m e n é independente, os operadores de spin comutam. Dessa

forma onde temos,

(Sx
nS

y
m − Sy

nS
x
m) sin ~Q · ~Rnm = (Sx

nS
y
m − Sx

nS
y
m) sin ~Q · ~Rnm = 0 (A.91)

Portanto,

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{
(Sx

nS
x
m + Sy

nS
y
m) cos ~Q · ~Rnm + Sz

nS
z
m

}
+K2

∑

n

(Sz
n)2 (A.92)
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Vamos definir os operadores de spin, com a componente de quantização ao longo do eixo

x:

S+
n,m = Sy

n,m + iSz
n,m (A.93)

S−n,m = Sy
n,m − iSz

n,m (A.94)

Podemos reescrever o produto das componentes dos operados de spin na hamiltoniana

como:

Sy
nS

y
m =

1

4
(S+

n S
+
m + S−n S

−
m + 2S+

n S
−
m) (A.95)

e

Sz
nS

z
m = −1

4
(S+

n S
+
m + S−n S

−
m − 2S+

n S
−
m) (A.96)

Assim, a hamiltoniana do sistema é expressa em termos dos operadores S+, S− e da

componente de quantização Sx
n,

H = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
Sx
nS

x
m +

1

4
(S+

n S
+
m + S−n S

−
m + 2S+

n S
−
m)
]

cos ~Q · ~Rnm

−1

4
(S+

n S
+
m + S−n S

−
m − 2S+

n S
−
m)

}
+K2

∑

n

(Sz
n)2. (A.97)

Para determinar o espectro das ondas de spin, vamos usar a equação de movimento, na

representação de Heisenberg dada por:

i~
dS±l
dt

= [S±l , H] (A.98)

Vamos resolver a equação de movimento para ambos operadores spin. A relação de

comutação entre os operadores [S+
l , H] implica em:
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[S+
l , S

x
nS

x
m] = [S+

l , S
x
n]Sx

m + Sx
n[S+

l , S
x
m]

= [Sy
l + iSz

l , S
x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l + iSz
l , S

x
m]

= [Sy
l , S

x
n]Sx

m + i[Sz
l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l , S
x
m] + iSx

n[Sz
l , S

x
m]

= −i~Sz
l S

x
mδln − ~Sy

l S
x
mδln − i~Sx

nS
z
l δlm − ~Sx

nS
y
l δlm

= −~(S+
l S

x
mδln + Sx

nS
+
l δlm) (A.99)

[S+
l , S

+
n S

+
m] = 0 (A.100)

[S+
l , S

−
n S
−
m] = [S+

l , S
−
n ]S−m + S−n [S+

l , S
−
m]

= 2~Sx
l S
−
mδln + 2~S−n Sx

l δlm

= 2~(Sx
l S
−
mδln + S−n S

x
l δlm) (A.101)

[S+
l , S

+
n S
−
m] = [S+

l , S
+
n ]S−m + S+

n [S+
l , S

−
m]

= 2~S+
n S

x
l δlm (A.102)

[S+
l , (S

z
n)2] = [S+

l , S
z
n]
d(Sz

n)2

dSz
n

= 2[Sy
l + iSz

l , S
z
n]Sz

n

= 2[Sy
l , S

z
n]Sz

n + 2i[Sz
l , S

z
n]Sz

n

= 2i~Sx
l S

z
nδln

= ~Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.103)

Assim, a equação de movimento para o operador de spin S+
l é dada por
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i~
dS+

l

dt
= −

∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{
−~(S+

l S
x
mδln + Sx

nS
+
l δlm) +

1

4

[
2~(Sx

l S
−
mδln + S−n S

x
l δlm)

+ 4~S+
n S

x
l δlm

]
cosφ− 1

4

[
2~(Sx

l S
−
mδln + S−n S

x
l δlm)− 4~S+

n S
x
l δlm

]}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.104)

i~
dS+

l

dt
= −~

∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
−S+

l S
x
mδln − Sx

nS
+
l δlm +

1

2
Sx
l S
−
mδln +

1

2
S−n S

x
l δlm

+ S+
n S

x
l δlm

]
cosφ− 1

2
Sx
l S
−
mδln −

1

2
S−n S

x
l δlm + S+

n S
x
l δlm

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.105)

Nos termos onde temos δlm, podemos trocar m por n, pois estes são independentes. Assim,

equação de movimento pode ser reescrita como:

i~
dS+

l

dt
= −~

∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
−S+

l S
x
mδln − Sx

nS
+
l δln +

1

2
Sx
l S
−
mδln +

1

2
S−n S

x
l δln

+ S+
n S

x
l δln

]
cosφ− 1

2
Sx
l S
−
mδln −

1

2
S−n S

x
l δln + S+

n S
x
l δln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln. (A.106)

Fazendo a consideração de δ → l = n. E, usando a aproximação RPA podemos escrever

〈Sx〉 = S. Dessa forma temos

i~
dS+

n

dt
= −~S

∑

m

J(~Rnm)

{[
−S+

n − S+
n +

1

2
S−m +

1

2
S−m + S+

m

]
cosφ

− 1

2
S−m −

1

2
S−m + S+

m

}
+K2~SS+

n −K2~SS−n . (A.107)
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i~
S+
n

dt
= −~S

∑

m

J(~Rnm)

{[
−2S+

n + S−m + S+
m

]
cosφ− S−m + S+

m

}

+K2~SS+
n −K2~SS−n . (A.108)

Vamos definir a transformada de Fourier do operador de spin S+
n :

S+
n (t) =

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE. (A.109)

Assim, podemos reescrever a equação de movimento, passando de uma representação no

domı́nio do tempo S(t) para uma relação no domı́nio da energia S(E).

i~
d

dt

{∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE

}
=

− ~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
−2

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE

+

∫ ∞

−∞
S−m(E) exp(−iEt/~)dE +

∫ ∞

−∞
S+
m(E) exp(−iEt/~)dE

]
cosφ

−
∫ ∞

−∞
S−m(E) exp(−iEt/~)dE +

∫ ∞

−∞
S+
m(E) exp(−iEt/~)dE

}

+K2~S
∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE −K2~S

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iEt/~)dE (A.110)

Portanto,

~ωS+
n (E) = −~S

∑

m

J(~Rnm)

{[
−2S+

n (E) + S−m(E) + S+
m(E)

]
cosφ

− S−m(E) + S+
m(E)

}
+K2~SS+

n (E)−K2~SS−n (E). (A.111)

Estamos interessados em uma relação entre, energia ou fraquência, e vetor de onda. Dessa

forma, vamos transformar a expressão equação (A.111), do domı́nio da energia S(E) em uma

relação no domı́nio do vetor de onda S(~q). Para isso vamos definir a tranformada de Fourier,
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S+
n (~q) =

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E). (A.112)

Vamos multiplicar a equação (A.111) por:
∑

n exp(i~q · ~Rn).

~ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) = −~S

{
−2
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) cosφ

+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) cosφ+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E) cosφ

−
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) +
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)

}

+K2~S
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−K2~S

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (A.113)

Precisamos também definir a transformada de Fourier da integral de troca.

J( ~Q) =
∑

m

Jnm exp(i ~Q · ~Rnm) (A.114)

J(~q) =
∑

m

Jnm exp(i~q · ~Rnm) (A.115)

J( ~Q+ ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q+ ~q) · ~Rnm] (A.116)

J( ~Q− ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q− ~q) · ~Rnm] (A.117)

Usando a relação de Euler: cosφ = [exp(iφ) + exp(−iφ)]/2, onde φ = ~Q · ~Rnm. Podemos

reescrever a equação (A.113),
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~ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) =

− ~S
{
−
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

+
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

+
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

−
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) +
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)

}

+K2~S
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−K2~S

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (A.118)

Vamos analizar cada termo separadamente:

� Primeiro termo:

A = −
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.119)

A = −
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn) exp(i ~Q · ~Rnm)S+
n (E)−

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)

exp(−i ~Q · ~Rnm)S+
n (E) (A.120)

A = −
∑

n

J( ~Q) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−

∑

n

J( ~−Q) exp(i~q · ~Rn)S+
n (E) (A.121)

A = −J( ~Q)S+
n (~q)− J( ~−Q)S+

n (~q) (A.122)

A = −2J( ~Q)S+
n (~q) (A.123)
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� Segundo termo:

B =
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.124)

B =
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)[exp(i~q · ~Rm) exp(−i~q · ~Rm)]S−m(E)

[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.125)

B =
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp[i~q · (~Rn − ~Rm)][exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

exp(i~q · ~Rm)S−m(E) (A.126)

B =
1

2

∑

m

{∑

n

J(~Rnm) exp[i(~q + ~Q) · ~Rn,m] +
∑

n

J ~Rnm exp[i(~q − ~Q) · ~Rn,m]

}

exp(i~q · ~Rm)S−m(E) (A.127)

B =
1

2

∑

m

exp(i~q · ~Rm)S−m(E)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)] (A.128)

B =
1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S−m(~q) (A.129)

� Terceiro termo:

C =
1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.130)

C =
1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S+

m(~q) (A.131)
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� Quarto termo:

D = −
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) (A.132)

D = −
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)[exp(i~q · ~Rm) + exp(−i~q · ~Rm)]S−m(E) (A.133)

D = −
∑

m

{∑

n

J(~Rnm) exp[i~q(~Rn − ~Rm)]

}
exp(i~q · ~Rm)S−m(E) (A.134)

D = −
∑

m

J(~q) exp(i~q · ~Rm)S−m(E) (A.135)

D = −J(~q)S−m(~q) (A.136)

� Quinto termo:

E =
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E) (A.137)

E = J(~q)S+
m(~q) (A.138)

Assim, podemos reescrever a equação de movimento (A.118) da seguinte forma:

~ωS+
m(~q) = −~S

{
−2J( ~Q)S+

n (~q) +
1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S−m(~q)

+
1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S+

m(~q)− J(~q)S−m(~q) + J(~q)S+
m(~q)

}

+K2~SS+
n (q)−K2~SS−n (q) (A.139)
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Agora vamos resolver a equação de movimento para o operador de spin S−. Partindo da

equação de Heisenberg (A.98),

i~
dS−l
dt

= [S−l , H] (A.140)

A relação de comutação entre os operadores [S−l , H] implica em:

[S−l , S
x
nS

x
m] = [S−l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[S−l , S

x
m]

= [Sy
l − iSz

l , S
x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l − iSz
l , S

x
m]

= [Sy
l , S

x
n]Sx

m − i[Sz
l , S

x
n]Sx

m + Sx
n[Sy

l , S
x
m]− iSx

n[Sz
l , S

x
m]

= −i~Sz
l S

x
mδln + ~Sy

l S
x
mδln − i~Sx

nS
z
l δlm + ~Sx

nS
y
l δlm

= ~(S−l S
x
mδln + Sx

nS
−
l δlm) (A.141)

[S−l , S
+
n S

+
m] = [S−l , S

+
n ]S+

m + S+
n [S−l , S

+
m]

= −2~Sx
l S

+
mδln − 2~S+

n S
x
l δlm

= −2~(Sx
l S

+
mδln + S+

n S
x
l δlm) (A.142)

[S−l , S
−
n S
−
m] = 0 (A.143)

[S−l , S
+
n S
−
m] = [S−l , S

+
n ]S−m + S+

n [S−l , S
−
m]

= −2~Sx
l S
−
mδln (A.144)

[S−l , (S
z
n)2] = [S−l , S

z
n]
d(Sz

n)2

dSz
n

= 2[Sy
l − iSz

l , S
z
n]Sz

n

= 2[Sy
l , S

z
n]Sz

n − 2i[Sz
l , S

z
n]Sz

n

= 2i~Sx
l S

z
nδln

= ~Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.145)
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Portanto, a relação de comutação entre os operadores [S−l , H] implica em:

[S−l , H] = −
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{
~(S−l S

x
mδln + Sx

nS
−
l δlm)

+
1

4

[
−2~(Sx

l S
+
mδln + S+

n S
x
l δlm)− 4~Sx

l S
−
mδln

]
cosφ

−1

4

[
−2~(Sx

l S
+
mδln + S+

n S
x
l δlm) + 4~Sx

l S
−
mδln

]}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.146)

[S−l , H] = −~
∑

n,m

n 6=m

J(~Rnm)

{[
S−l S

x
mδln + Sx

nS
−
l δlm

−1

2
Sx
l S

+
mδln −

1

2
S+
n S

x
l δlm − Sx

l S
−
mδln

]
cosφ

+
1

2
Sx
l S

+
mδln +

1

2
S+
n S

x
l δlm − Sx

l S
−
mδln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.147)

Nos termos onde temos δlm, podemos trocar m por n, pois estes são independentes. Assim,

equação de movimento pode ser reescrita como:

i~
dS−l
dt

= −~
∑

n,m

n6=m

J(~Rnm)

{[
S−l S

x
mδln + Sx

nS
−
l δln

−1

2
Sx
l S

+
mδln −

1

2
S+
n S

x
l δln − Sx

l S
−
mδln

]
cosφ

+
1

2
Sx
l S

+
mδln +

1

2
S+
n S

x
l δln − Sx

l S
−
mδln

}

+K2~
∑

n

Sx
l (S+

n − S−n )δln (A.148)

Fazendo a consideração de δ → l = n. E, usando a aproximação RPA podemos escrever

〈Sx〉 = S. Dessa forma temos
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i~
dS−n
dt

= −~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
S−n + S−n −

1

2
S+
m −

1

2
S+
m − S−m

]
cosφ

+
1

2
S+
m +

1

2
S+
m − S−m

}
+K2~SS+

n −K2~SS−n . (A.149)

i~
dS−n
dt

= −~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
2S−n − S+

m − S−m
]

cosφ+ S+
m − S−m

}

+K2~SS+
n −K2~SS−n . (A.150)

Usando a definição da transformada de Fourier para o operador de spin S−:

S−n (t) =

∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE. (A.151)

Assim, podemos reescrever a equação de movimento, passando de uma representação no

domı́nio do tempo S(t) para uma relação no domı́nio da energia S(E).

i~
d

dt

{∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iEt/~)dE

}
=

− ~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
2

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iEt/~)dE

−
∫ ∞

−∞
S+
m(E) exp(−iEt/~)dE −

∫ ∞

−∞
S−m(E) exp(−iEt/~)dE

]
cosφ

+

∫ ∞

−∞
S+
m(E) exp(−iEt/~)dE −

∫ ∞

−∞
S−m(E) exp(−iEt/~)dE

}

+K2~S
∫ ∞

−∞
S+
n (E) exp(−iEt/~)dE −K2~S

∫ ∞

−∞
S−n (E) exp(−iEt/~)dE (A.152)

Portanto,

~ωS−n (E) = −~S
∑

m

J(~Rnm)

{[
2S−n (E)− S+

m(E)− S−m(E)
]

cosφ

+ S+
m(E)− S−m(E)

}
+K2~SS+

n (E)−K2~SS−n (E). (A.153)
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Estamos interessados em uma relação entre frequência e vetor de onda. Dessa forma,

vamos transformar a expressão equação (A.153), do domı́nio da energia S(E), em uma relação

no domı́nio do vetor de onda S(~q). Para isso vamos definir a tranformada de Fourier,

S−n (~q) =
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (A.154)

Vamos multiplicar a equação (A.153) por:
∑

n exp(i~q · ~Rn).

~ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E) = −~S
{

2
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−n (E) cosφ

−
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E) cosφ−

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) cosφ

+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)−

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)

}

+K2~S
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−K2~S

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (A.155)

Precisamos também definir a transformada de Fourier da integral de troca.

J( ~Q) =
∑

m

Jnm exp(i ~Q · ~Rnm) (A.156)

J(~q) =
∑

m

Jnm exp(i~q · ~Rnm) (A.157)

J( ~Q+ ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q+ ~q) · ~Rnm] (A.158)

J( ~Q− ~q) =
∑

m

Jnm exp[i( ~Q− ~q) · ~Rnm] (A.159)

Usando a relação de Euler: cosφ = [exp(iφ) + exp(−iφ)]/2, onde φ = ~Q · ~Rnm. Podemos

reescrever a equação (A.155),
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~ω
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E) =

− ~S
{∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−n (E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

− 1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

− 1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)−

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)

}

+K2~S
∑

n

exp(i~q · ~Rn)S+
n (E)−K2~S

∑

n

exp(i~q · ~Rn)S−n (E). (A.160)

� Primeiro termo:

A =
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−n (E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.161)

A =
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn) exp(i ~Q · ~Rnm)S−n (E)

+
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn) exp(−i ~Q · ~Rnm)S−n (E) (A.162)

A =
∑

n

∑

m

J(~Rnm) exp(i ~Q · ~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−n (E)

+
∑

n

∑

m

J(~Rnm) exp(−i ~Q · ~Rn) exp(i~q · ~Rn)S−n (E) (A.163)

A =
∑

n

J( ~Q) exp(i~q · ~Rn)S−n (E) +
∑

n

J( ~−Q) exp(i~q · ~Rn)S−n (E) (A.164)

A = 2J( ~Q)S−n (~q) (A.165)
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� Segundo termo:

B = −1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.166)

B = −1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)[exp(i~q · ~Rm) exp(−i~q · ~Rm)]S+
m(E)

[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.167)

B = −1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp[i~q · (~Rn − ~Rm)][exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)]

exp(i~q · ~Rm)S+
m(E) (A.168)

B = −1

2

∑

m

{∑

n

J(~Rnm) exp[i(~q + ~Q) · ~Rn,m] +
∑

n

J ~Rnm exp[i(~q − ~Q) · ~Rn,m]

}

exp(i~q · ~Rm)S+
m(E) (A.169)

B = −1

2

∑

m

exp(i~q · ~Rm)S+
m(E)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)] (A.170)

B = −1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S+

m(q) (A.171)

� Terceiro termo:

C = −1

2

∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E)[exp(i ~Q · ~Rnm) + exp(−i ~Q · ~Rnm)] (A.172)

C = −1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S−m(~q) (A.173)
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� Quarto termo:

D =
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S+
m(E) (A.174)

D = J(~q)S+
m(~q) (A.175)

� Quinto termo:

E =
∑

n,m

J(~Rnm) exp(i~q · ~Rn)S−m(E) (A.176)

E = J(~q)S−m(~q) (A.177)

Assim, podemos reescrever a equação de movimento para o operador S− (A.160) da

seguinte forma:

~ωS−n (~q) = −~S
{

2J( ~Q)S−n (~q)− 1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S+

m(~q)

− 1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S−m(~q) + J(~q)S+

m(~q)− J(~q)S−m(~q)

}

+K2~SS+
n (q)−K2~SS−n (q) (A.178)

~ωS−n (~q) = −2~SJ( ~Q)S−n (~q) +
~S
2

[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S+
m(~q)

+
~S
2

[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]S−m(~q)− ~SJ(~q)S+
m(~q) + ~SJ(~q)S−m(~q)

+K2~SS+
n (q)−K2~SS−n (q) (A.179)

Agora, temos um sistema de equações para os operadores S+ e S−, que podem ser escritas

na forma matricial. Assim, usando as equações (A.139) e (A.179) temos:
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[
~ω − 2~SJ( ~Q) + ~S

2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~S
2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

−~S
2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~ω + 2~SJ( ~Q)− ~S

2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

] [
S+
n

S−
n

]
= 0

onde Φ = [J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)].

Temos um conjunto de equações lineares homogêneas. A condição para a solução não-

trivial é dada por:

det

∣∣∣∣
~ω − 2~SJ( ~Q) + ~S

2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~S
2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

−~S
2 Φ + ~SJ(~q)−K2~S ~ω + 2~SJ( ~Q)− ~S

2 Φ− ~SJ(~q) + K2~S

∣∣∣∣= 0

Resolvendo o determinante:

(~ω)2 − 4~2S2[J( ~Q)]2 + 2~2S2J( ~Q)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)] + 4~2S2J( ~Q)J(~q)

− 4~2S2J( ~Q)− 2~2S2J(~q)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]

+ 2~2S2K2[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)] = 0 (A.180)

(~ω)2 = 4~2S2[J( ~Q)]2 − 2~2S2J( ~Q)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]− 4~2S2J( ~Q)J(~q)

+ 4~2S2J( ~Q) + 2~2S2J(~q)[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)]

− 2~2S2K2[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)] (A.181)

(~ω)2 = 4~2S2{J( ~Q)[J( ~Q)− J(~q) +K2]

− 1

2
[J(~q + ~Q) + J(~q − ~Q)][J( ~Q)− J(~q) +K2]} (A.182)

A relação de dispersão das ondas de spin para a fase Helimagnética é dada por:

~ω = 2~S
√
{J( ~Q)− 1

2
[J( ~Q+ ~q) + J( ~Q− ~q)]}[J( ~Q)− J(~q) +K2] (A.183)
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