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Resumo

Neste trabalho é proposta uma nova funcao de distribuicao da velocidade de rotacao
estelar que leva em consideracao o limite de break-up. Essa funcao é generalizada no
contexto da mecanica estatistica nao-extensiva, de modo que reproduz a funcao original
no limite quando ¢ tende para 1,0. A funcao, assim elaborada, é definida no limite onde
vseni < v, € para o > \/ﬂ, quando ¢ < 1, onde ¢ é uma funcao do raio polar e
equatorial da estrela e v, é a velocidade de break-up. Aplica-se a funcao de distribuicao
para andlise estatistica da distribuicao da rotacao de uma amostra de 137 estrelas da
associacao de Sco OB2, sendo 50 estrelas simples e 87 estrelas binarias. O maior valor de
q foi apresentado pela distribuicao das estrelas simples, i. e., ¢ = 1,7, enquanto para as
estrelas bindrias o resultado foi ¢ = 1,1. Quando analisada todas as estrelas de Sco OB2,
simples e bindrias, o resultado foi ¢ = 1,2. Embora esses valores do parametro ¢ ainda
precisem de confirmagao com base em um estudo mais detalhado, este trabalho permite
mostrar fortes indicios de que a distribuicao da rotagao das estrelas em regime de altas

rotacoes tendem a serem mais bem descritas pela estatistica nao-extensiva

Palavras-chave: Rotacao; Distribuicao; Estatistica Nao-Extensiva; Associacoes Este-

lares.
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Abstract

In this work is proposed a new distribution function of the rotational stellar velocity
by considering the break-up limit. That distribution function is generalized into non-
extensive statistical context in order to reproduce the original function in limit when
q tends to 1.0. The function is defined in the interval vseni < v, and o > \/T,
to ¢ < 1, where ¢ is a function of polar and equatorial radius of the star, and v, is
the break-up stellar velocity. One applies the distribution function to make a statistical
analysis of the rotational distribution of a sample of 137 stars from Sco OB2 association,
from which 50 are single stars and 87 are binary stars. The largest value of ¢-parameter
was derived to the distribution of single stars, i. e., ¢ = 1.7, while for the binary stars
rotational distribution the result was ¢ = 1.1. When analyzed all the stars from Sco OB2,
simple and binary stars together, the result was ¢ = 1.2. Although these results of the
g-parameter need to be confirmed based on a more detailed study, this work presents
strong indications that the distribution of rotational stellar velocity in the high rotation

regime tends to be better described by non-extensive statistical.

Keywords: Rotation; Distribution; Non-extensive Statistical; Stellar Associations.
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Capitulo 1

Introducao

Contexto

A Rotacgao é um fenomeno universal, pois manifesta-se desde os pequenos atomos
até as gigantescas galaxias. As estrelas apresentam uma grande diversidade de rotagoes,
que vao de valores menores que 10 kms™!(estrelas do tipo M) até muitas centenas de
quilometros por segundo. (estrelas do tipo Be). A rotagdo estd presente em todos os
estagios da evolucao estelar e influencia uma grande variedade de fenomenos que tém
lugar nas estrelas. Ela afeta a formacao estelar, os processos de nucleossintese e mistura
convectiva de elementos quimicos, o campo magnético e a perda de massa por vento
estelar. Em sistemas bindrios e planetarios, a rotacao também influencia a evolucao dos
elementos orbitais, via transferéncia de momentum angular. Uma discussao geral sobre
fenomenos relacionados a rotagao estelar pode ser encontrada em [2].

O problema da distribuicao estatistica da velocidade de rotacao estelar esta em dis-
cussao ha mais de meio século. No contexto dessa discussao, duas importantes perguntas
ainda permanecem sem respostas. Como se distribui o momentum angular de uma nuvem
que da origem a varias estrelas? Qual a lei fisico-estatistica que descreve essa distribuicao?
Para responder a essas perguntas é necessario conhecer qual a funcao de distribuicao das
velocidades rotacionais das estrelas. Desde os trabalhos pioneiros desenvolvidos por Struve
[3] e Chandrasekhar & Miinch [4], varias fungoes de distribuicao estatistica da rotagao
estelar foram propostas. Utilizando argumentos da mecanica estatistica de Maxwell-
Boltzmann, Deutsch [5] sugeriu uma fungao baseada numa distribui¢ao maxwelliana. Essa
funcao descreve relativamente bem a distribuicao dos dados observacionais de rotacao,
justificando sua boa aceitagao pela comunidade astrofisica ha quase quatro décadas.

O sucesso da estatistica nao-extensiva proposta por Tsallis [6] em reproduzir as fungoes
de distribuicdo de diferentes sistemas fisicos, motivaram Soares et al. [7] a apresentar
uma nova funcao de distribuicao das velocidades de rotacao estelar baseada numa ¢—
maxwelliana, ou seja, uma generalizacao da funcao maxwelliana proposta por Deutsch
no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva. A nova funcao foi testada para uma

amostra de 219 estrelas do aglomerado das Pléiades e apresentou os melhores resultados
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quando comparada a funcao proposta por Deutsch. A despeito dos excelentes resultados
da fungao de distribuicdo proposta por Soares et al. [7] (idem Deutsch [5]), nenhum
limite superior para a velocidade de rotagao estelar é imposto. A velocidade de rotagao
de qualquer estrela apresenta um limite bem definido, a sua velocidade de break—up, vy,
que é funcao do raio e da massa da estrela. Uma rotacao acima do limite de break-
up tornard a estrela instavel e sua auto-gravidade nao sera suficiente para impedir a
fragmentacao. Portanto, qualquer fungao de distribuicao da velocidade rotacional deve
excluir a possibilidade de uma estrela girar com rotacao maior do que seu limite de break—
up. Mais especificamente, a fun¢ao de distribuigao deve ser nula para todo valor de rotagao
maior que vp.

O presente trabalho desenvolve uma funcao de distribuicao estatistica da velocidade
rotacional estelar baseada na estatistica nao-extensiva e considerando-se o limite de break—
up. Inicialmente, um limite superior da rotacao é imposto a funcao de distribuicao
proposta por Deutsch, e em seguida, o resultado é generalizado. A nova funcao é usada
para analisar a distribuicao de uma amostra de 137 estrelas da associacao de Escorpiao-
Centauro OB2 (Scorpion OB2). Os resultados da andlise apontam para um comporta-

mento nao-extensivo da distribuicao da rotacao das estrelas da associacao.

Objetivo

Determinar a fungao de distribuicao da velocidade de rotacao estelar no contexto da

estatistica nao-extensiva considerando o limite de break-up das estrelas.

Contribuicoes

As principais contribuicoes deste trabalho estao relacionadas abaixo:

e Imposicao de um vinculo fisico a funcao de distribuicao das velocidades de rotacao;

e Determinacao da funcao de distribuigao que descreva o comportamento das veloci-

dades de rotacao de estrelas, considerando a velocidade de break-up;

e Aplicagao da estatistica nao-extensiva a sistemas astrofisicos; particularmente a

objetos com alta rotacao, utilizando a nova funcao;

e Procurar por indicios de nao-extensividade na distribuicao das estrelas da associacao

de Escorpiao-centauro OB2;

Organizacao do trabalho

No Capitulo 2, apresenta-se os conceitos basicos envolvendo a mecanica estatistica nao-
extensiva. Em seguida, nos capitulos 3 e 4, apresenta-se um resumo sobre a velocidade de
rotacao estelar e sua distribuicao estatistica, bem como se discute o modelo de Roche e o

limite de break-up da rotacao estelar. No Capitulo 5, é deduzida a funcao de distribuigao
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proposta neste trabalho. A amostra utilizada para o estudo do comportamento da rotacao
das estrelas da associagao de Escorpiao OB2 é apresentada no Capitulo 6. Apresenta-se e
se discute os resultados do presente estudo no Capitulo 7 e as Conclusoes e Perspectivas
sao apresentadas no Capitulo 8. Por fim, o Apéndice A mostra a dedugao matematica da

funcao de distribuicao apresentada no Capitulo 5.



Capitulo 2

Mecanica Estatistica Nao-Extensiva

2.1 Conceito de entropia

A estatistica é a ciéncia do saber incompleto. Ela diz como podemos obter o méximo
de informagoes quando nao conhecemos plenamente um sistema. Os sistemas materiais,
com o0s quais temos contato através de nossos sentidos, sao constituidos por um ntmero
muito grande de particulas, da ordem de 6,02252 x 10* (nimero de Avogadro). Essas
particulas obedecem as leis da Mecanica (newtoniana), porém, no caso de um sistema com
essa quantidade de constituintes, o nimero de equagoes do movimento a serem resolvidas
é tao grande que tornaria inviavel uma abordagem segundo a Mecanica.

A juncao de ambas, Mecanica e Estatistica, permite criar um atalho e tornar o célculo
factivel: daquele enorme ntmero de informagoes microscopicas é possivel extrair poucas
e tteis informacoes macroscopicas. Prentuincios da Mecanica Estatistica ja apareciam nos
trabalhos do fisico escocés James Maxwell (1831-1879) e sua formulacdo ganhou uma
base mais sélida gracas ao fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906), pouco mais
tarde ampliada pelo fisico norte-americano Josiah Gibbs (1839-1903),sendo seu conceito
primordial a entropia.

A compreensao e utilizagao do conceito de entropia sao fundamentais para a anélise
de sistemas estatisticos. A entropia fornece a conexao entre a descricao microscdpica e a
descricao macroscopica dos sistemas fisicos. O conceito de entropia, que estd associado a
medida do grau de desordem em sistemas termodinamicos, foi formulado por Boltzmann,

o qual no final do Século XIX introduziu a seguinte expressao:

W
S = —Zpilnpi. (2.1)
i=1

O parametro p; é a probabilidade do sistema ser encontrado no microestado i, e W o

numero total de microestados acessiveis. Quando os estados sao equiprovaveis, p; = 1/W,
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tém-se a seguinte expressao para a entropial:
S=InW. (2.2)

E para um continuo de estados possiveis x , a entropia pode ser expressa como

S = —/p(x) Inp(z)dz. (2.3)

O conceito de entropia, assim definido, é a base para determinar a extensividade
ou nao-extensividade de um sistema, e depende da forma pela qual as entropias dos

subsistemas podem ser somadas.

2.2 Extensividade e aditividade

Os conceitos de aditividade e extensividade estao relacionados. Se um sistema A esta
associado a uma quantidade S(A), esta quantidade é dita aditiva, em relacdo a uma lei

de composicao particular, se a seguinte regra, ¢ obedecida:
S(A+ B)=S(A)+ S(B). (2.4)

Isso é verdadeiro para a maioria dos sistemas fisicos, quando sob a hipotese de se poder
desprezar as interagoes entre os elementos dos diferentes subsistemas que o compoe. Em
particular, nao é verdadeiro para sistemas com interagoes de longo alcance. No caso de

N subsistemas diferentes, a relacao pode ser escrita de forma mais geral como segue:

Para o caso especial onde os subsistemas sao iguais, A; = A, tem-se:

N
S (Z Ai) = S(NA) = NS(A)..
i=1
Por outro lado o conceito de extensividade requer a observancia da seguinte relacao:

[S(V)]

1 LA S

N—oo

Ou seja, um sistema extensivo tem um comportamento assintético com o nimero
de subsistemas N, tal que existe um fator de proporcionalidade finito entre S(N) e N.
Mais precisamente, a aditividade, em relagao a uma dada lei de composicao, implica em

extensividade. Portanto, um sistema extensivo é considerado assintoticamente aditivo.

LA expressdo completa é S = k, In W, onde kj, é a constante de Boltzmann. No caso acima adotou-se
ky = 1.
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Nos problemas classicos da Mecanica Estatistica, a entropia é uma grandeza extensiva.
Isto significa que quando o volume do sistema muda, a entropia muda proporcionalmente
devido a independéncia entre diferentes regioes do sistema. No entanto, a hipdtese da
extensividade da entropia nao se verifica para sistemas com interacao de longo alcance, ou
em eventos que envolvem um longo tempo de relaxacao. Nesses sistemas, a aproximacao
ao equilibrio é tao lenta que a extensividade nao pode ser encontrada na pratica. Tais

sistemas, onde nao se verifica a extensividade da entropia, sao ditos complexos [8]

2.3 Estatistica nao-extensiva

H&a muito tempo se sabe que a estatistica de Boltzmann é inadequada para o trata-
mento de sistemas complexos, apesar do seu sucesso em descrever sistemas simples.
Embora nao se possa ainda descrever completamente os sistemas complexos, a estatistica
denominada nao-extensiva tem se mostrado um caminho promissor. A estatistica nao-
extensiva consiste de uma generalizacao da Mecanica Estatistica proposta por Boltzmann-
Gibbis e foi utilizada com sucesso para descrever quantitativamente varios sistemas com-
plexos, como sistemas altamente turbulentos (ciclones e tornados) [9], gravitacionais
(aglomerados multi-estelares) [10], sistemas de altas energias (raios césmicos ) [11], [12],
terremotos [13], comportamento oscilatério de aplicagdes financeiras [14], transito de
informagoes pela internet [15)% e distribui¢ao da rotagao estelar [7].

Para entender como a Mecanica Estatistica Nao-extensiva trata sistemas complexos,
considere-se dois conceitos essenciais da Fisica: energia e entropia. A energia obedece a
uma lei de conservacao, nao sendo possivel crid-la nem destrui-la, ela apenas muda de
forma. A entropia, por sua vez, obedece a uma lei de evolucao. Os sistemas naturais
possuem uma tendéncia espontanea para o estado de equilibrio, e, gragas a essa tendéncia
, sua entropia sempre cresce. A entropia é uma medida do grau de desordem e do ponto
de vista estatistico, os estados desordenados sao mais provaveis que aqueles ordenados. A
energia esta relacionada com as possibilidades de um sistema encontrar-se em determinado
estado, enquanto a entropia diz respeito as probabilidades de ocorréncia desses estados.

Para W possibilidades, a entropia, segundo a estatistica de Boltzmann é dada por:
S=klnW. (2.5)

Essa expressao matematica mostra que a entropia cresce com o nimero de possibili-
dades W apresentada pelo sistema. Por outro lado, sabemos que o niimero W cresce com a
energia, ou seja, a entropia sempre cresce com aumento da energia. O quao rapidamente
ocorre esse crescimento depende de cada sistema. Quando os sistemas sao simples, o
crescimento ocorre como prevée a equacao de Boltzmann: com o logaritmo do nimero de

possibilidades W, mesmo que as possibilidades crescam rapidamente, a desordem avanca

2Para uma referéncia completa sobre as aplicacdes da estatistica Nao-Extensiva visite a homepage
http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.htm.
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lentamente.

J& nos casos complexos, a desordem pode crescer mais rapido, ou mais lentamente
em relacao a funcao logaritmica. A rapidez com que cresce a desordem, a medida que
aumenta o nimero de possibilidades de um sistema complexo, é diferente da velocidade

de crescimento verificada nos sistemas simples.

2.4 Formalismo matematico da mecanica estatistica nao-extensiva

O formalismo bésico da mecanica nao-extensiva constitui uma generalizacao da en-
tropia de Boltzmann-Gibbs, ou seja, em situagoes especificas ela recupera a abordagem
da estatistica de Boltzmann-Gibbs. O formalismo foi inicialmente apresentado como uma
possibilidade técnica para a descricao de sistemas andomalos envolvendo interacoes de
longo alcance, efeitos de memdria microscépica efetiva e comportamento (multi) fractal.
Segundo o formalismo proposto por Tsallis, o postulado para a forma entrépica é dado

por
1= pf
=1

Sl

) (2.6)

w
onde Zpi =1, q € R, kg é a constante de Boltzmann, W o nimero total de possibil-
=1

idades microscopicas e p; € a probabilidade de ocorréncia da i-ésima configuracao, com
energia €;. A soma é feita sobre todas as probabilidades possiveis e ¢ é um parametro
livre, que descreve o grau de nao-extensividade do sistema. Para estados equiprovaveis,
a entropia ¢é descrita pela seguinte equacao:
wi-a -1
S=kp——. (2.7)
l—¢q

Esta equacao tem a forma de uma lei de poténcia em W, onde o expoente é dado por

(1 — q), o que leva a trés situacgoes possiveis, relacionando o indice entrdépico (q) e a
desordem (.S,):

1. Se ¢ < 1, a desordem cresce mais rapidamente que o logaritmo de W.
2. Se ¢ > 1, a desordem cresce mais lentamente (entretanto é sempre crescente).

3. Se ¢ = 1, a equacao da entropia recupera a forma estabalecida por Boltzmann,

sendo portanto o caso particular da entropia de Boltzmann-Gibbs.

E importante ressaltar que a mecanica estatistica nao-extensiva é uma generalizagao da
estatistica de Boltzmann-Gibbs e ndao uma alternativa a esta. E, portanto, uma ampliagao
do dominio de validade da estatistica extensiva.

A entropia generalizada como proposta por Tsallis [6], ndo obedece a regra de adi-

tividade conforme é imposto pelo terceiro postulado fundamental da termodinamica.
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Considerando um sistema formado por dois subsistemas independentes (A) e (B), o
terceiro postulado estabelece que a entropia do sistema é dada pela soma das entropias

de cada subsistema, ou seja:
S(A+ B) = S(A) + S(B).

Na formulacao de Tsallis, a entropia generalizada do sistema é dada pela seguinte
relacgao,
Sy(A+ B) = 5,(A) + S,(B) + (1 — 4)S,(A)S,(B). (2.8)

onde o parametro ¢ é o indice entropico que caracteriza a generalizacao. E evidente que
o caso ¢ = 1 recupera a aditividade, conforme ¢é estabelecida pelo terceiro postulado.

Outros parametros, além da entropia, também podem ser generalizados no formalismo
de Tsallis. E comum utilizar-se o indice q para se referir a generalizacao e o indice B-
G representar a estatistica usual, de Boltzmann-Gibbs. O termo (1 — ¢) é uma medida
da nao aditividade (também referida como nao-extensividade) do sistema. Se ¢ < 1, o
sistema ¢ dito super-aditivo, Sy(A+ B) > Spa(A+ B), e se ¢ > 1, o sistema ¢ sub-aditivo
Sq(A+ B) < Spa(A + B).

Em termos fisicos, o desvio do novo formalismo com relacao a aditividade representa
o rompimento com o conceito de sistema isolado. Um sistema isolado é aquele que nao
troca energia, matéria ou informagoes com sua vizinhanca. Sendo o sistema (A U B)
formado pela unido dos subsistemas independentes (A) e (B), o termo S(A) representa a
entropia do subsistema (A) antes de ter contato com o subsistema (B), sendo portanto
um subsistema isolado. Idem para o subsistema S(B). Quando colocados em contato,
cada subsistema contribui com parte da entropia para o sistema composto por eles. Na
equagao 2.8, é como se na formagao do sistema (AUB), o sub-sistema (A) contribuisse com
Se(A)[1+ 5(1 —q)S4(B)] e o sub-sistema (B) contribuisse com Sy(B)[1+ 3(1 —q)S,(A4)].
Isso significa que antes do sistema ser formardo, os subsistemas ja interagiam, nao estando
portanto isolados. Se considerarmos um sistema composto (A U B) no qual os espagos
de fase dos sub-sistemas sejam estatisticamente independentes P;;(AU B) = P,(A)P;(B),
obtem-se como resultado a equagao 2.8, que representa o cardter nao-extensivo de .S,.

Outra propriedade importante é a denominada concavidade. A entropia de Boltzmann-
Gibbs é concava, isto é, a equacao 2.1 é uma funcao que apresenta um sé6 maximo. E
gragas a esta propriedade que a formulagao de entropia de Boltzmann-Gibbs obedece a
Segunda Lei da Termodinamica, a qual garante a estabilidade dos sistemas. A entropia
generalizada S, é sempre concava para ¢ > 0 (apresenta um unico maximo) e sempre
convexa para ¢ < 0 (apresenta um unico minimo). Dessa forma, S, também satisfaz a
Segunda Lei da Termodinamica, que pode ser colocada da seguinte forma: a entropia
de um sistema isolado em equilibrio ¢ um extremo. Ou seja, se ¢ > 0, o extremo é um

maximo e aqui se inclui o caso ¢ = 1; se ¢ < 0, o extremo é um minimo.
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Equacoes gerais da mecanica estatistica nao-extensiva

Como exposto acima, a entropia S, ¢ uma generalizacao da entropia Spg, de modo
que S,=1 = Spe. Nesta segao serd discutido o procedimento geral para se desenvolver
as equacoes da mecanica nao-extensiva. Considere-se as seguintes equacgoes diferenciais,
onde y(0) = 1:

dy

— =0 2.9

dl’ ) ( )
com solugao é y = 1;

dy

= =1 2.10

dx ) ( )
com solucao é y =z + 1;

dy

= = 2.11

dx y? ( )

com solucao y = exp (x) e cuja inversa é y = Inz. Esta equagao 2.11 tem a mesma
forma funcional da entropia de Boltzmann-Gibbs, satisfazendo portanto a propriedade da
aditividade.

Todos os casos listados acima podem ser unificados por meio da seguinte expressao:

dy

o = (2.12)

que reproduz as equacoes 2.9, 2.10 e 2.11, para, ¢ — —00, ¢ = 0 e ¢ = 1, respectivamente.

A solucao da equacao 2.12 é dada pela funcao g-exponencial, cuja forma é

1

y=[1+1-gq)z|a=¢ (2.13)

q’
sendo ef = e”. Sua funcao inversa ¢é a g-logaritmo, dada por

1 —1

- = In, z, (2.14)

y =
onde In; x = Inz. A funcao 2.14 satisfaz a propriedade de pseudo-aditividade, ou seja,
In,(zazxp) =Ingza+In,zp+ (1 —q)lngzaln, zp

A funcao exponencial dada pela equagao 2.13 é uma generalizagdo da funcao e*, no

contexto da mecanica estatistica de Tsallis, sendo

1

eg=[1—-(1—-qz]™, gqeR (2.15)

Esta funcao é positiva e monotonicamente crescente, ou seja:

e Para q¢ = 1 retorna e = e*;

e Para ¢ > 1 desaparece como uma lei de poténcias quando xr — oo e diverge em
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v = L
e Para ¢ < 1 tem um ponto de corte em x = %}, abaixo do qual ela é definida como

sendo identicamente zero.

Nota-se também que 2 — 0 tem como resultado e; ~ 1 + z.
Utilizando a expressao 2.14 ¢é possivel generalizar a entropia de Boltzmann-Gibbs no
contexto da mecanica estatistica nao-extensiva. Considere a equagao 2.1, apresentada no

inicio deste capitulo, pode-se reescreve-la como segue:

Spa = — sz' In p;

i=1

- 1
S
i=1 pi
1
= <1n—>
Di

onde (...) = E (...)pi, € 0 termo In 1% ¢ chamado de incerteza. De fato, p; = 1 corresponde
7
i=1
a certeza, ou seja, zero incerteza na ocorréncia do evento; por outro lado, p; — 0

corresponde a impossibilidade de ocorréncia do evento. Introduzindo o termo g-surpresa

ou ¢-incerteza) na forma In, X, pode-se obter a g-entropia:
9p

Sy = <lnq; >
= sz
i=1
1- ipf
. i=1

qg—1

1
1

n
q
Di

Y

de modo que a forma entrépica nao-extensiva se torna

w

1=>"p!

Sq:ﬁZpizl, geR (2.16)
=1

onde o termo w é o numero total de configuragdes microscépicas, cujas probabilidades sao

Di-



Capitulo 3

Rotacao estelar

Os primeiros estudos sobre a rotagao das estrelas resultaram de observagoes do sol,
ainda no século XVII, com o advento dos primeiros telescépios refratores e a observacao da
fotosfera solar por Johannes Fabricius (1587-1616), Galileo Galilei (1564-1642), Thomas
Harriot (1560-1621) e Christopher Scheiner (1591-1595). O primeiro antncio piblico da
observacao do Sol foi feito por Johannes Fabricius em um panfleto intitulado De maculis
i Sole observatis et apparente earum cum Sole conversione, datado de 13 de junho de
1611, no qual atribui padroes escuros observados no Sol a manchas solares em rotacao.
Esses padroes foram interpretados por Scheiner como pequenos planetas em érbita do Sol,
considerado estatico, o que ficou conhecida como a hipdtese planetaria.

Em 1613, Galileo Galilei relatou suas observagoes, segundo as quais, as manchas solares
pareciam aumentar suas velocidades a medida que se deslocavam da borda para o centro
do Sol. Galileo também observou que as manchas deslocavam-se todas com a mesma
aceleracao ao longo do disco solar, cruzando-o em um periodo de cerca de 14 dias em
trajetérias paralelas. Ele assim firmou sua hipdtese, segundo a qual os padroes escuros
seriam manchas fixas na superficie do Sol em rotagao. Com esse trabalho, Galileo refutou
a hipdtese planetaria de Scheiner. Entretanto, as discussoes sobre a rotagao do Sol nao
avancaram até 1850, quando Richard Carrington, e independentemente, Gustav Sporer,
mostraram que as camadas mais externas do Sol nao giram como um corpo rigido, mas
com um periodo de rotacao que varia com a latitude.

Com a criagao do espectroscépio por Josef von Fraunhofer (1787-1826) em 1814, teve
inicio a era moderna da Astrofisica estelar. Em 1871, Hermann Vogel mostrou que a taxa
de variagao da rotacao do Sol pode ser determinada a partir do desvio doppler das linhas
espectrais provenientes de bordas opostas do disco solar. William de Wiveleslie Abney
(1843-1920) foi o primeiro cientista a sugerir que a rotagao axial de uma estrela poderia
ser determinada a partir da medida do alargamento de suas linhas espectrais. Nos anos
50 e 60 ja havia uma grande quantidade de estrelas com rotacao medidas utilizando esse
processo, gracas aos trabalhos de Helmut A. Abt, Robert P. Kraft, Arn Slettbak, entre
outros.

Atualmente é crescente o niimero de catalogos publicados na literatura com medidas de

12
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rotacao de estrelas de todos os tipos espectrais e populagoes estelares, utilizando diferentes
métodos. Uma pesquisa no VizieR Service!, da base de dados astrofisicos de Strasburgo,
com o termo "stellar velocity”, d& como resultado uma lista de 140 catélogos contendo

dados de velocidades de rotagao estelar.

3.1 Velocidade de rotagao projetada vseni

Existem diferentes métodos para medir a rotacao estelar, e seu uso depende das
caracteristicas da estrela observada. Uma discussao geral sobre os métodos utilizados
para medir a rotagdo podem ser encontrada em [16] e [17]. Nesta secao serd discutido
o método de determinagao da rotagao a partir do alargamento das linhas espectrais das
estrelas. Este método foi e ainda se mantém como o mais utilizado para determinar a
rotacao estelar. A maioria das medidas de rotacao conhecidas atualmente foram obtidas
usando este método. Sua utilizacao entretanto, nao permite a determinacao da velocidade
verdadeira da estrela, mas sua componente projetada numa linha imaginaria que liga o
observador ao centro da estrela (a linha de visada).

A figura 3.1 ilustra uma estrela, considerada perfeitamente esférica, girando como um
corpo rigido sobre seu eixo com uma velocidade w. O sistema de coordenadas cartesianas
é escolhido de modo que a linha de visada coincida com o eixo z; o eixo de rotagao esta no
plano y — z e o angulo a partir do eixo z até o eixo de rotacao é 7; & é o vetor velocidade
angular para um ponto qualquer da superficie da estrela definido por um vetor R A

velocidade v é dada pelo seguinte produto vetorial:
7=3dxR.

Como & estd no plano y—z, suas coordenadas sao dadas por (0, wy, w,), sendo (R, Ry, R.,)
as coordenadas do vetor R. O efeito Doppler é dado pela componente da velocidade na

linha de visada, o eixo z:

v, = Rywseni, (3.1)

e tem valor maximo quando |R,| = R, isto é:
v, = Rwseni. (3.2)
Portanto, a equagao acima pode ser reescrita como
v, = vsendi, (3.3)

onde v é a velocidade equatorial verdadeira da estrela. Note que devido a dependéncia

em sen, o valor de vseni nunca é maior do que v, sendo sempre um indicador do limite

Yhttp:/ /vizier.u-strasbg.fr/viz-bin/VizieR /consultado em 22/12/2010
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Figura 3.1: FEstrela rotacionando como um corpo sélido. O eixo de rotagao € inclinado um
angulo i com relagao a linha de visada, eizo z. O vetor @ estd sobre o plano y — z. Para um
ponto qualquer da superficie, definido por um vetor R, a velocidade é V=& X R

inferior da velocidade de rotacao da estrela.

Como mencionado acima, a rotacao afeta as linhas espectrais das estrelas, aumentando
sua largura. O efeito da velocidade rotacional no espectro é ilustrado na figura 3.2, onde
se apresenta o aumento da largura das lihas espectrais com o aumento da velocidade de
rotacao da estrela.

Um conjunto de estrelas padrao é dado em [18], onde se fornece a velocidade de rotagao
vseni e as larguras equivalente (FWHM?) para estrelas com vérios tipos espectrais,
possibilitando uma calibragao de vsen i com FWHM. Quando a rota¢ao nao é o mecanismo
dominante no alargamento da linha espectral se faz necessario remover as contribuicoes
devido ao perfil instrumental (contribuigdo do instrumento para o alargamento) e dos
efeitos de macro e micro-turbuléncias, dentre outros. Outras técnicas utilizadas para
medir a rotagao estelar sao: técnica de correlagao cruzada, a técnica da transformada de
Fourier e a técnica por sintese espectral. Para uma leitura geral sobre essas diferentes
técnicas, recomenda-se a leitura da segao 2.2 do artigo de F. Royer [19] ou, recomenda-

se [20], para uma exposi¢ao mais detalhada sobre o tema.

3.2 Limite de break-up

Como mencionado anteriormente, a velocidade de rotacao projetada wseni fornece
apenas um limite inferior para a rotagao estelar verdadeira. Para cada estrela, entretanto,
h& também um limite superior bem definido para a velocidade rotacional, denominado
limite de break-up. Rotacionando com velocidade acima desse limite, a estrela deixara de

ser um objeto estavel e perderd sua massa continuamente para o meio externo. O limite

2FWHM ¢ a sigla para full width at half mazimum, ou seja, largura equivalente da linha espectral
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Figura 3.2: Alargamento de uma linha espectral com a roata¢do. Perfil médio da linha do Fel,
A\ = 4476 A. Os pardmetros atmosféricos, bem como o perfil correspondente a cada rotagio estio
indicados na figura. Fonte: Mora, A. et al. 2001, A € A 378, 116-131

de break-up varia de acordo com tipo espectral e a classe de luminosidade da estrela. A
figura 3.3 ilustra essa relacao.

A rotacao de uma estrela produz uma protuberancia ao longo da linha do equador,
devido a forca centrifuga. 3 Essa forca faz com que suas camadas se expandam de tal modo
que o seu diametro equatorial torne-se maior que o diametro polar?. Quanto maior for a
rotacao, tanto maior sera a forca centrifuga e, consequentemente, maior serd a expansao
das camadas externas da estrela. Se a estrela rotacionar com velocidade angular acima de
um valor critico, w,, ou seja, acima do limite de break-up, a forca centrifuga exercida nas
camadas de gas ird superar a forca da gravidade, prejudicando a estabilidade da estrelas
e dispersando sua massa gasosa no espaco interestelar.

Pode-se estimar a velocidade rotacional critica, w., utilizando a aproximacao de Roche

3 A forca centrifuga é uma forca ficticia, o que significa que néo é real, pois ndao hé uma reacéo & ela. Esse
tipo de forga surge como o resultado da aceleracao do sistema de referéncia. Sua consideragao, em conjunto
com as forcas reais, entretanto, é necessaria para se fazer previsoes fisicas exatas. A forca centrifuga esta
sempre presente em sistemas de referéncia que giram com velocidade angular constante, como uma estrela
rotacionando. Quando a velocidade angular depende do tempo deve-se também adicionar ao conjunto
mais um termo, chamado de forga de Euler [21].

4Como as estrelas ndo sdo corpos sélidos, é também possivel que elas tenham rotacio diferencial onde
o equador estelar podera girar com velocidade angular diferente das outras partes da estrela.
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Figura 3.3: Comportamento da velocidade de break-up com o tipo espectral da estrela. Fonte:
Slettebak, A.1966, ApJ, 145, 126

como segue. Considere-se uma estrela girando como um corpo rigido®. Com base no
modelo de Roche, a equacao que descreve o potencial na superficie de uma estrela de
massa M, girando sobre um eixo que passa pelo seu centro, é dada por:

GM 1 . GM

(I):_R + 2w R?sin% 4 = R,

(3.4)

onde ® é o potencial total, que consiste em uma parte gravitacional e um termo associado
a forca centrifuga. G é a constante da gravitagao universal, w é a velocidade angular da
estrela e R a distancia entre o centro e um ponto na superficie. R, é a distancia entre
o centro e o polo e 6 é a latitude, medida do polo para o equador estelar. A velocidade
angular critica, w,, é alcancada quando a aceleragao de um elemento de massa na superficie

é dada por g = — 7 ® = 0. Segue-se dai que

e 8GM
¢ 2TRY

(3.5)

Dessa forma, para manter a condicao de estabilidade da estrela é necessario que a veloci-
dade de rotacao, w, da estrela nao ultrapasse o limite critico, w.. Para uma estrela com
raio equatorial dado por R., a velocidade angular critica corresponde a uma velocidade
linear v, = w.R. que é o limite superior para a velocidade de um elemento de massa

situado no equador da estrela, ou o limite de break-up da estrela.

5Para efeitos de calculo assume-se que toda a massa da estrela estd concentrada no centro e que a
superficie estelar coincide com a equipotencial considerada na aproximagao de Roche.
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A funcao de distribuicao da rotagao estelar

Conforme discutido na secao 3.1, as medidas das velocidades de rotacao das estrelas,
utilizando dados espectroscépicos, dao como resultado a componente da rotacao estelar
na linha de visada. Para determinar a velocidade verdadeira das estrelas é necessario
conhecer o angulo de inclinagao do eixo rotacional com a linha de visada, o que quase
sempre nao € possivel. De fato, um dos grandes problemas da fisica da rotagao estelar
¢ determinar a orientagao dos eixos de rotacao das estrelas. Embora a inclinagao do
angulo ¢ possa ser medida para alguns objetos, sua determinacao quase nunca é viavel
para estrelas simples'. Entretanto, para uma amostra estatisticamente significativa é
possivel determinar a distribuicao das velocidades equatoriais verdadeiras, v, a partir da
distribuicao das velocidades de rotacao projetadas, vseni. O problema, portanto, da
determinacao da distribuicao das velocidades de rotacao v consiste em medir a velocidade
de rotagao vseni e determinar a distribuicao dessas rotagoes. O passo seguinte é utilizar
essa distribuicao para encontrar a distribuicao das velocidades equatoriais verdadeiras,
de acordo com uma hipétese de distribuicao dos eixos de rotagao previamente elaborada.
Ou seja, determinando-se a distribuicao das velocidades de rotagao projetada pode-se
determinar a distribuicao das rotacoes verdadeiras. Tal metodologia foi apresentada por
Chrandrasekhar & Miinch [4] na década de 50, e pode ser descrito, como se segue. A média
das velocidades equatoriais (v) é derivada a partir da média das velocidades projetadas,
de acordo com a distribuicao

(v) = 4 (vseni) . (4.1)

T
A funcao de densidade de probabilidade de wseni é o resultado da convolucao entre a
distribuicao da velocidade equatorial v e a distribuicao do angulo entre o eixo de rotacao

e a linha de visada, i, conforme a equacao

o(vsent) = /gp(v)P(vsenﬂv)dv. (4.2)

!Chama-se estrela simples aquelas estrelas cuja interacio gravitacional com outros objetos estelares
pode ser desprezadas.

17
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onde P(vseni|v) é a probabilidade de vsen ¢ estar no intervalo [v,v + dv] e ¢(v) é a fungao
de distribuicao de probabilidade das velocidades equatoriais. Assumindo uma distribuicao
aleatoria para o angulo do eixo de rotacao estelar com a linha de visada, segue-se que a

probabilidade condicional ¢ dada por:

vsen ¢

— AL se v > vsend
P (vseni|v) = ¢ vV vi—(vsend) :

0 se v < vsent
Substituindo na equacao 4.2, temos
¢ (vseni) = / ¢ (v) oot dv. (4.3)
vsend vy/v? — (vseni)?

A equacdo 4.3 é uma integral abeliana® cuja solucao analitica é

202 d /°° v (vsen 1)
m dv J, wseni’vuseni® — v2

o) =— d (vseni) .

E importante salientar, entretanto, que esta solucao formal nao é muito pratica, uma
vez que exige a diferenciacao de uma frequéncia observada. Tal procedimento pode levar
a resultados pouco confidveis quando as observagoes tém pouca precisao. E mais pratico
supor uma solucao f envolvendo um ou mais parametros de acordo com a natureza fisica
do parametro com o qual se esta lidando.

A partir do trabalho pioneiro de Chrandrasekhar & Miinch, muitos esforcos ja foram
feitos no sentido de se encontrar uma funcao que descreva a distribuicao das velocidades
de rotacao projetadas. Nesse contexto apresenta-se, nas secoes seguintes, os trabalhos
desenvolvidos por Deutsch na década de 70 [5] e, mais recentemente, o trabalho de Soares

et al. [7], os quais constituem a base para a nova proposta apresentada nesta dissertacao.

4.1 A funcao de distribuiciao segundo Deutsch

Em seu trabalho publicado em 1970, Deutsch [5] analisa a distribuigao das velocidades
rotacionais, vsent, para uma amostra de 782 estrelas da sequéncia principal de tipos
espectrais no intervalo B2-A2. Assumindo uma distribuicao homogénea das velocidades e
independeéncias entre as componentes cartesianas do eixo de rotacao, Deutsch deduz uma
funcao de distribuicao das velocidades rotacionais. Seu trabalho foi desenvolvido com base

no conceitos da mecanica estatistica de Maxwell-Boltzmann e, a funcao de distribuicao

2Uma integral abelina tem esse nome em homenagem ao matemético noruegués Niels Henrik Abel

(1802-1829). Uma integral abeliana é uma integral definida do tipo / (xf_(yy))a dy = g(z), para 0 < a <
i (2)

1 d Y
1 e com ¢g(0) = 0, e tem a seguinte solugao formal, f(y) = sen (wa)%/o (y;qwda: (para mais
detalhes, consulte Gough D. 1985, Sol. Phys., 100, 65).
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proposta é uma maxwelliana. Resume-se abaixo o caminho seguido por Deutsch para
derivar sua funcao de distribuicao.

Considera-se um escalar, w, o qual é o moédulo de um vetor . Assume-se que a
distribuicao de & é isotrdpica, que esse vetor possa ser decomposto em componentes
cartesianas e que a distribuicao de qualquer uma dessas componentes nao dependa da

distribuicao das demais componentes. Seja {2 uma quantidade adimensional definida

1

como jw, onde j ¢ um parametro com dimensao de w™, e tal que

Q=0+ Q) + Q.k

A probabilidade de se encontrar €, no intervalo [€2,, Q, + dQ,], Q, em [Q,,Q, +dQ,], e
Q, em [Q2,,Q, + dQ2,] é dada por

F(Q,,,Q,)dQ,dQ,dQ, = h(Qi)h(Q;)h(Qi)dededQZ,
e considerando a isotropia da distribuicao, segue que
F(Q,,9,Q.) = HQ?) = H(Q2 + Q) +Q2). (4.4)

Se também se considera
H(2) = B2 (0)h2(22), (4.5)

tem-se que, pela equagao 4.5,
h(Q)MQ)R(Q) = h*(0)h(2*). (4.6)

Para um determinado u > 0, seja

Considerando a equacao 4.7, temos

M2 L ) b

) =3 a7 TG0 TR )
= () +£(2) +£(22)
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E em particular, se QF = Q2 = u, e Q. = 0, segue-se que

_ o hw) L h(w)
£(2u) =1In 7(0) +In 0

= &(u) +&(u)
= 2¢(u)

Novamente, se Q3 = u, Q2 = 2u, e Q. = 0, tem-se

h(u)

£(Bu) =In 7(0) + 7(0)

De um modo geral, para um nimero inteiro n, segue que

§(nu) = n&(u).

Seja agora u = =, dal tem-se que

onde . .
v v
((2) - el ()] - e
n n n n
E para um m inteiro positivo, pode-se escrever
v m
mé (£) = Ze(v),
n n
e pela equacao 4.8 segue que

§(Fv) = ).

n

20

(4.8)

Como esse resultado é valido para qualquer nimero racional positivo (m/n), por con-

tinuidade sera vélido também para um ntmero positivo irracional x, de modo que

§(zv) = 2€(v).

Em particular, se v = 1, tem-se

é(a) = w&(1) = cr.
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e portanto,
dg ()
e
E considerando-se a equacao 4.7, tem-se
1 dh
- = C,
h(z) dx
cuja solucao ¢ dada por
h(x) = ae®. (4.9)

Como h(€2) é uma fungao de probabilidade, a condigao de normalizagao exige que
2/00 h(922)dQ, = 2a /Oo % dQ), =1, (4.10)
0 0
sendo o valor médio de Q2 dado por
(02) =2a /oo Q2% dQ,. (4.11)
0
Definindo o parametro j de acordo com a relagao
(1/4)? =2(w?)

segue das equagoes 4.10 e 4.11 que a = /7 e ¢ = —1. E pode-se escrever a distribui¢ao

de Q na forma f(£2)dS2, onde

2
/ / H(w?)w?* sin 0dfdyp

= H( Q2)Q2/ sin 0d62m
0

= 47 H(Q*)O2.
De acordo com a equacao 4.5, pode-se escrever
f(Q) = 4rQ*R*(0)h?(Q2). (4.12)

E pela equacao 4.9, tem-se
£(Q) = 47022, (4.13)

Sendo a = /7 e ¢ = —1, segue-se que

Q) = —0% . (4.14)
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Como salientamos antes, a proposta de funcao de distribuicao apresentada por Deutsch
[5], bem como os trabalhos pioneiros realizados nas décadas de 50, 60 e 70 estao baseados
na mecanica estatistica de Maxwell-Boltzmann, ou seja, na mecanica estatistica exten-
siva. Nas décadas que se seguiram apds os trabalhos pioneiros, nao houve abordagem
significativamente nova para o problema da distribuicao da velocidade de rotagao estelar.

Tal cendrio mudou com a advento da mecanica estatistica nao-extensiva.

4.2 A distribuicao das rotacoes segundo Soares et al.: a contribuicao da
mecanica estatistica nao-estennsiva

Uma nova abordagem do problema da distribuicao das velocidades de rotagao estelar,
vsen i, foi proposta por Soares et al. em 2006 [7]. Esses autores reconsideraram o trabalho
de Deutsch, no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva, e com isso abriram e
ampliaram o horizonte de possibilidades para a investigacao dessas distribuicoes.

O ponto de partida utilizado para a elaboracao da funcao de distribuicao de Soares
et al. é o trabalho de Deutsch [5], tendo como suporte as hipoteses de homogeneidade
da distribuicao das rotagoes e a independéncia entre as componentes do eixo de rotacao.
A dedugao da fungao de distribuicao de Soares et al., conforme descrita em [7] é feita a

partir da equacao 4.4, escrita na forma
PR = f(,)£(2,)F(2,)d2d0,d, (4.15)

onde f é uma fungao de varidveis aleatérias e 2 = | /Q2 + Q2 + Q2. A introdugao da dis-
tribuicao de probabilidades no contexto da estatistica nao-extensiva é feita reescrevendo-se

a equacao 4.15 na forma
F(Q)d*Q = exp,[Ing f() + Ing f(€y) + Ing f(Q.)]dQ,dQ,dS2, (4.16)

onde equ( f) e Iny(f) sao definidas respectivamente pelas equacoes 2.13 e 2.14, tendo as

seguintes formas
expy(f) = [1+ (1 —q)f]™

1—q 1
Ing(f) = flj

Aqui é importante lembrar que para ¢ = 1 essas equagoes reproduzem as funcoes ex-

ponencial e logaritmo, respectivamente. Diferenciando a equacao 4.16 em relacao as
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componentes de (); tem-se

Oln, I 0
50 = o Matexpyllng f(Q) +Ing f(,) + Ing £(2)]}
0
- 8_g21<1nq fa: + lnq fy + lnq fz)7

onde exp, [Ing(f)] = Inglexp,(f)] = f, com i = x,y, 2. Decorre daf que

o - — 1In. f,
r Fa(z) 0% B fi
e definindo | F(a)
T
pode-se escrever a equacao 4.17, como segue
1 0
6(x) = o e (ne £)
1 0
=——/1
Qy aQy ( nq fy)
1 0

a qual somente pode ser satisfeita quando

Ea_fli(lnq fi)=—,

para 7y constante. A solucao da equagao 4.19 é dada por

—~0)2
In, fi = VT +In, A,

23

(4.17)

(4.18)

(4.19)

onde A é a constante de integracao. Aplicando a g-exponencial nesta equagao, segue-se

que
1

F(Q) = [1 +(1—q) (mq A- 722'2)} o

Definindo
2 _ Y gl

o2 1+ (1—q)n,A A0
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onde o parametro o é a largura equivalente. Assim temos que

2

~{n+a-omafi-a-9%] }W_q),

2 1/(1-q)
f() = [1 +(1—¢q)IngA—(1— q)vw?l (1+(1—gq)ln, A)]

g

que leva a

: (4.20)

o2

f(&) = A, {1 —(1-¢) QZQ} 1/(1—q)

onde o sub-indice ¢ na constante de normalizagao indica que esta constante depende do
parametro q.

A probabilidade de encontrar €2 no intervalo [€2, 24-d€?] pode ser calculada pela equagao

F(Q) = /f(Q)d3Q, (4.21)

onde d3Q = Q2senfldfdyp. Logo, de acordo com a equacao 4.20, tem-se

Fq(Q)://Aq92 [1-(1-@?’5

de onde decorre a funcao de distribuicao para as velocidades de rotagao estelar proposta

1/(1-q)
1 sin 0dAdp

por Soares et al.:

0.27Y/0-9)
2 7

F,(Q2) = 4w AQ {1 —(1-9q) p } .
Pode-se verificar que a expressao acima corresponde a uma funcao de distribuicao
maxwelliana no contexto da estatistica nao-extensiva. Como esperado, no limite ¢ — 1

essa expressao assume a forma da maxwelliana padrao, ou seja:

2
lim F,(2) = lim 47 A, [1 —(1- q)QZ 1 1/(1-q)

q—1 q—1 0'2

Este resultado mostra claramente que a funcao de distribuicao proposta por Soares et
al.constitui uma generaliza¢do da fun¢ao proposta por Deutsch [5].

Soares et al. [7] testaram sua funcao de distribui¢ao para uma amostra de 219 rotagoes,
vsent, de estrelas com massas variando no intervalo de 0,6 a 1,2M), provenientes do
aglomerado Pléiades e medidas por Queloz et al. [22]. Como resultado da andlise para
a amostra completa, concluiram que o melhor ajuste entre a funcao tedrica e os dados
observacionais se da quando q = 1,36f8:8§), o que difere da maxwelliana padrao (¢ =

1) proposta por Deutsch [5]. A despeito do seu sucesso em reproduzir a distribui¢ao
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das velocidades de rotacao observadas, a funcao proposta por Soares et al., assim como
aquela proposta por Deutsch, nao considera a velocidade limite de break-up das estrelas,
carecendo portanto, desse vinculo fisico. Tal vinculo adquire uma importancia crucial
nas amostras que contém rotagoes elevadas, comumente encontradas em estrelas de tipos

espectrais precoces (O, B e A).



Capitulo 5

Distribuicao da rotacao com limite de break-up

A despeito do seu sucesso em reproduzir a distribuicao das velocidades de rotagao
observadas, a funcao proposta por Soares et al., assim como aquela proposta por Deutsch,
nao considera a velocidade limite de break-up das estrelas, carecendo portanto desse
vinculo fisico. Tal vinculo fisico adquire uma importancia crucial nas amostras que contém
rotagoes elevadas, comumente encontradas em estrelas de tipos espectrais precoces (O,
B, e A). Neste capitulo, apresenta-se uma proposta para a fungdo da distribuigao da
velocidade de rotacao estelar levando em conta o limite de break-up.

Inicialmente, considera-se a hipdtese de que os eixos de rotagao estao distribuidos

aleatoriamente, de acordo com a funcao
f(i)di = sen idi

Para uma estrela rotacionando com velocidade angular w, define-se as seguintes variaveis:

w v vsen ¢

n= Y=
We Up (%)

w = (5.1)
onde w, é a velocidade angular critica, v a velocidade equatorial, v, é a velocidade no
limite de break-up e vseni é a velocidade de rotacao projetada na linha de visada.

A principio, de acordo com essas definicbes pode-se pensar que em qualquer caso a

velocidade de rotacao vsent pode ser obtida simplesmente fazendo-se

vsent = vp X w X sent

=vp X 1) X sen i

havendo uma relacao simples e direta entre as variaveis w e 7. Entretanto, quando se
leva em conta os efeitos da rotagao sobre a geometria da estrela, a relacao entre w e n
se assume uma forma complexa e a relacao acima nao se sustenta face a uma escolha de
valores aleatérios de w ou 7 para gerar uma distribuicao de vsen¢. Uma estrela girando
com alta rotagao nao pode, a rigor, ser considerada perfeitamente esférica, uma vez que o

seu raio equatorial sera maior que o seu raio polar. Nesse contexto, é necessario encontrar

26
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a relacao mais adequada entre esse dois parametros. O problema pode ser abordado
utilizando a aproximacao de Roche.

Como discutido na se¢ao 3.2 a velocidade angular critica para uma estrela é dada
pela equacio 3.5 w? = 8GM/ 27R§. Considerando-se o parametro © = R/R,, que é uma

medida da deformagao da estrela, pode-se portanto escrever a equacao 3.4 como:

L 4 55 .9
— 4+ —wz”sin“ § = 1. 5.2
x 27 (52)
da equacao 5.1 e sabendo que R—C =3 onde R, é o raio equatorial critico da estrela e R,
P
o raio polar, tem-se que
31
= —. 5.3
z=g (5.3)
aplicando 5.3 em 5.2 e considerando um elemento de massa no equador, onde 6 = g
vamos ter
n® — 30+ 2w = 0. (5.4)
que ¢ uma equacao do terceiro grau em 7 e tem a seguinte solugao:
—2
7= —2cos (+) | (5.5)

A expressao 5.5 é a relacdo entre os parametros 1 e w, mais apropiada quando a dis-
tribuicao de y é obtida tomando-se aleatoriamente os valores de w.

Considere a distribuicao das velocidades de rotacao vseni, dada pela equacao 4.3

oo
vseni) = vsenz’/ 20) dv.
vseni gy [o2 — (vsen i)’

Observa-se que essa equagao nao considera um limite superior para a velocidade de

escrita como

¢ (5.6)

rotacao.

Conforme discutido na secao 3.2, em cada estrela existe um limite superior para a
rotacao, a velocidade de break-up, vy, acima do qual a estrela nao pode ser considerada
estavel. Impondo-se v, como limite superior para a velocidade de rotacao na equacao 4.3,

pode-se reescevé-la em termos das variaveis definidas em 5.1 como
()
o) =y [ —L2_ay, (5.7
y TV1°—Y
onde vsen? e v foram parametrizadas em termos de v,. Considere agora a relacao entre
f(n) e f(w) ]
w
= — 5.8
s = 1w | ] (5:5)
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e pela equacao 5.4, segue-se que
dw 3
—(==(1-7%). 5.9
‘ | =2 (1 =% (5.9)

Seguindo as hipéteses de [5] de que as velocidades de rotagao w estao distribuidas isotrépica

e independentemente, podemos escrever a equacao 4.14 em funcao de w,

flw) = we ™.

(5.10)

E de acordo com a equacgoes 5.8 e 5.9, segue que

—w?
fn) =1 —nP)we™.

Lembrando que 7 é a razao entre a velocidade equatorial e a velocidade de break-up da
estrela, segue, pela equacao 5.3, que w ﬂ, onde o é funcao da razao, x, entre o raio
a
equatorial e o raio polar da estrela (x = R/R,). Logo, tem-se que, a menos de uma

constante,

U

fn) =n*(1—n’)e <2, (5.11)

onde o pode ser interpretada como sendo a largura equivalente da maxwelliana que
descreve a distribuigao. Note que o termo (1 — 1?) impoe um limite bem definido para
a distribuicao das velocidades rotacionais, pois de acordo com a definicao de 7, a funcao
tende a zero quando v tende para v,. Note ainda que no regime de baixas rotagoes, n muito
pequeno, a equagao 5.10, e portanto, a equacao 4.14, é recuperada, ja que as varidveis 7

e w estao relacionadas pela varidavel o. Combinando as equagoes 5.11 e 5.7, tem-se

N

n

o) = | %dn (5.12)

A solucao desta equagao pode ser estimada utilizando métodos numéricos de intergragao

(ver Apéndice A)e é dada, a menos de uma constante, por

_ (+y)?

o(y) = fle‘gé + f2e G7 (5.13)

onde fi e fy sao funcoes de y e tém as seguintes formas:

fi=y' =y =y +y (5.14)

(y —v*)(—y* = 3y* +y +3)

fa=
(—3y2 + 2y + 1)z

(5.15)

A funcao 5.13 pode ser generalizada no contexto da estatistica nao-extensiva, substituindo
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as exponenciais padroes por g-exponenciais [7], de modo que tem-se, a menos de uma

constante dependente de q e o

0o(y) = freq 7 + foeg O (5.16)

sendo

7(1+y)22
e =11-(1-
€q |: ( Q) (20_)2

Note que, no limite ¢ = 1 a funcao generalizada 5.16 retorna a distribuicao 5.13, o que é

uma consequéncia direta da definicao de e,.(ver Apéndice A) Para garantir a existéncia
e positividade da funcao 5.16 é necessario restringir seu limite de validade, de modo que
ela é definida em 0 <y < 1 e para o > /1 — ¢, quando ¢ < 1.



Capitulo 6

A amostra

Para testar a funcao de distribuicao da rotacao estelar generalizada proposta neste
trabalho, escolheu-se uma amostra de velocidades de rotagao de estrelas da associacao
Escorpiao-Centauro (Sco OB2). Esta associacao de estrelas dos tipos O e B é composta
de trés subgrupos: Escorpidgo Superior (Upper Scorpius, US), Centauro-Lobo Superior
(Upper Centaurus-Lupus, UCL) e Centauro-Cruzeiro Inferior (Lower Centaurus-Crux,
LCC). Utilizando modelos tedricos de tragados evolutivos (isécrinas), Fuchs et al. [23],
dataram os trés subgrupos entre 20 e 30 milhoes de anos. Assim como os aglomerados,
as associacoes estelares reinem estrelas com caracteristicas comuns como composicao
quimica e idade. Pode-se, portanto, fazer uma boa andlise estatistica da rotacao de
tais estrelas, sem maiores preocupagoes com as variagoes de tais parametros. Outro
aspecto importante é que a associacao Sco OB2 engloba estrelas que apresentam elevadas
velocidades de rotagao, algumas muito proxima do seu limite de break-up, constituindo

um excelente laboratério para funcao que aqui é proposta.
As medidas de rotagao

Os primeiros estudos das velocidades de rotacao na associacao Sco OB2 concentravam-
se nas estrelas de US e UCL. Em 1968, Slettebak determinou a velocidade de rotagao para
estrelas desses dois subgrupos e concluiu que as estrelas de US tinham rotacao média de

! enquanto as estrelas de UCL rotacionavam com uma média de

cerca de 174 kms™
119 kms™'. Rajamohan [24] estudou a rotagao de 112 membros da associagao Sco OB2
e concluiu que as estrelas com tipo espectral mais tardio que B7 apresentam rotacoes
mais elevadas do que as estrelas do campo com mesmo tipo espectral. Desde os primeiros
estudos realizados, a associacao Sco OB2 apresenta-se como um bom laboratério para o
estudos de estrelas com alta rotacao. Para realizacao dos testes, foi utilizada a amostra
de estrelas de Brown & Verschueren [1].

Brown & Verschueren [1] mediram a velocidade de rotagao, vseni, para 90 estrelas
da associacao Sco OB2. Essas rotagoes foram obtidas a partir de espectros tipo echelle
utilizando diferentes técnicas (consistentes) de acordo com o valor de vseni (ver Secao

3 em [1]). As medidas foram feitas utilizando espectrégrafo ECHELEC (ECFELEle

30
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+ Electronographie Camera), montado no telescépio de 1,52m do ESO em La Silla,
Chile. Os espectros obtidos tém resolucao de 21500 e cobrem uma faixa espectral
de 3800 a 4070A. A razio sinal/ruido varia de 70 a 300. Mais detalhes sobre os
dados observacionais e as técnicas para obtencao das velocidades de rotacao podem ser
encontrados em [1] (se¢bes 2 e 3). Com objetivo de completar sua amostra, os autores
acrescentaram 47 estrelas reconhecidamente de Sco OB2 com rotacoes disponiveis na
literatura. As velocidades de rotacao utilizadas no presente trabalho, tanto as medidas
por Brown & Verschueren, quanto aquelas acrecentadas a sua amostra, sao apresentadas

na tabela 6. As colunas da tabela sao as seguintes:

e Coluna 1: numero HD da estrela;

e Coluna 2: Tipo espectral conforme listado no Catdlogo HIPPARCOS;
e Coluna 3: Velocidade de rotagao projetada, vsenz;

e Coluna 4: Velocidade de break-up;

e Coluna 5: Razao entre a rotacao projetada e a velocidade de break-up

e Coluna 6: Indicador de binaridade: As estrelas bindrias sao indicadas com um

asterisco e as estrelas simples com um espaco vazio
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Tabela 6.1: Dados observacionais para as estrelas da associagdo Sco OB2, extraidas de Brown

& Verschueren [1].

HD MK vsen 1 Up %;” binaridade
(kms™!) (kms™!)
102776 B3V 251 411 0.611 *
103079 B4V 47 401 0.117
103884 B3V 251 411 0.363
104841 B2IV 25 459 0.054 *
105382 B2lIne 75 303 0.248 *
105435 B2IVne 298 411 0.725 *
105937 B3V 135 411 0.328 *
106026 B5V 188 401 0.469 *
106490 B2IV 135 411 0.328
106983 B2.5V 65 459 0.142
108483 B3V 169 459 0.368 *
108257 B3Vn 298 411 0.725 *
109668 B2IV-V 114 459 0.248 *
109787 A2V 280 365 0.767
110879 B2V 139 411 0.338 *
110956 B3V 26 411 0.063 *
111123 BO0.5II1 40 401 0.100 *
112078 B4Vn 298 411 0.725 *
112091 Bbvne 242 401 0.603
112092 B2IV-V 34 459 0.074
113703 BbHV 140 411 0.341
113791 B1.5V 15 475 0.032
115823 B6V 42 381 0.110 *
116087 B3V 223 411 0.543
118716 BI1III 114 377 0.302 *
118978 BIIV 182 363 0.501
120098 Bb5II 85 308 0.276
120307 B2IV 65 459 0.142
120324 B2IV-Ve 130 459 0.283
120640 B2Vp 21 459 0.046
120710 B9V 175 350 0.500
120955 BA4IV 40 401 0.100
121790 B2IV-V 124 459 0.270
122980 B2V 15 459 0.033 *
125238 B2.5V 222 411 0.540
125823 B2V 15 459 0.033 *
126981 B8Vn 320 381 0.840
127381 B2III 69 364 0.190
127972 BlVn+... 270 491 0.530
128345 B5HV 186 401 0.464
129056 B1.5I1II 16 377 0.042 *
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Tabela 6.1: continuagao

HD MK vsen | Vp %;” binaridade
(kms™) (kms™!)
129116 B2.5V 129 411 0.314
130807 B5IV 27 388 0.070
132058 B2III 92 364 0.253
132200 B2IV 32 459 0.070
132851 A4IV 120 350 0.343
132955 B3V 8 411 0.019
133937 BTV 402 411 0.978 *
133955 B3V 135 411 0.328 *
134481 B9V 175 350 0.500 *
134687 B3IV 132 411 0.032 *
136298 B1.5IV 193 411 0.470 *
136504 B2IV-V 41 459 0.089 *
136664 B4V 177 411 0.431 *
137432 B5V 77 1411 0.187 *
138769 B3IVp 67 411 0.163 *
138690 B2IV 229 412 0.557 *
138485 B2Vn 212 459 0.463 *
138764 BG6IV 17 342 0.050 *
139094 BS8IV/V 153 363 0.421
139365 B2.5v 134 459 0.292 *
139486 B9V 212 350 0.607 *
140008 B5V 11 388 0.028
141404 B9.5IV 170 350 0.486
141637 B1.5Vn 227 411 0.552
141774 B9V 136 350 0.389
142096 B3V 146 411 0.355
142114 B2.5Vn 240 411 0.584
142165 B5V 204 388 0.526 *
142184 B2V 255 411 0.620
142250 BTV 42 373 0.114 *
142315 B9V 255 350 0.729 *
142378 B2/B3V 204 411 0.496 *
142669 B2IV/V 98 459 0.214 *
142883 B3V 14 411 0.046 *
142884 B8/BIIII 170 283 0.601
142983 B8Ia/Iab 40 187 0.214
142990 B5V 178 388 0.459 *
143018 B1V+... 100 491 0.204 *
143118 B2.51v 191 411 0.465 *
143275 BO0.2IV 148 489 0.303 *
143567 B9V 153 350 0.437 *
143600 B9.5V 255 350 0.729 *
143699 B6III/IV 144 303 0.477 *
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Tabela 6.1: continuagao

HD MK vsen 1 Up %;” binaridade
(kms™) (kms™!)

144217 BO.5IV 91 504 0.181

144218 B2V 56 459 0.122

144294 B2.5Vn 252 411 0.613

144470  B1V 100 491 0.204

144334 B8V 38 363 0.105

144661  B8IV/V 85 363 0.234

144844 B9V 10 350 0.029

145102  B9VpSi 34 350 0.097

145353 B9V 187 350 0.534

145482 B2V 174 459 0.379 *

145483 B9V 225 350 0.643
145501(1) B8V-+B9VpSi 59 357 0.167 *
145501(2) B8V+B9VpSi 63 357 0.179 *

145502  B2IV 162 411 0.394 *

145519  B9Vn 255 350 0.729 *

145554 B9V 153 350 0.437

145631 B9V 153 350 0.437

145792 B6IV 21 342 0.062

146001 B8V 170 363 0.468

146029 B9V 212 350 0.607

146284  BIIII/IV 170 270 0.612

146285 B8V 136 363 0.375 *

146416 B9V 255 350 0.729

146706 B9V 229 350 0.655

146998  A2pSr 23 350 0.068

147010  BOII/III 21 278 0.076

147084  A4II/IIT 10 261 0.038

147009  B9.5V 136 350 0.389

147165 B1II1 56 390 0.144 *

147196  B6/B7Vn 297 377 0.789

147703  B9Vn 238 350 0.680

1478388  B3/B4V 153 406 0.377

147890  B9.5pSi 25 350 0.073 *

147932  Bbv 153 153 0.394

147933 B2V 196 411 0.477

147934 B2V 223 411 0.543

147955 B9V 238 350 0.680

148184  B2Vne 148 401 0.369 *

148199  B9VSi 17 350 0.049

148579 B9V 127 350 0.364 *

148594  B8Vnn 255 363 0.702

148605 B2V 195 459 0.426

148703  B2III-IV 70 364 0.192 *
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Tabela 6.1: continuagao

HD MK vsen | Up went hinaridade
(kms™) (kms™!)
148860 B9.5V 255 350 0.729
149438 BOV 10 515 0.019 *
149757  09.5v 320 601 0.532
151890 B1.5IV+... 180 411 0.438
151985 B2IV 52 459 0.113
157056 B2IV 31 459 0.068 *
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Capitulo 7

Resultados e discussoes

Neste capitulo sao apresentados e discutidos os resultados do presente trabalho. Ini-
cialmente, apresenta-se a nova funcao de distribuicao e discuti-se o seu comportamento
com os parametros ¢ e y. Em seguida, é feita uma analise estatistica da distribuicao da

rotacao das estrelas da associacao Sco OB2 utilizando a nova fungao.

A funcao de distribuicao da rotacao estelar generalizada

O principal resultado do presente trabalho consiste na proposta de uma funcao de
distribuicao da rotacgao estelar generalizada considerando o limite de break-up. Essa funcao

pode ser escrita como:

o) =h[i-0-0%] T+ afi-a-0SE) T o

g

onde

fi=v' =y —v+y

(y— v (—y* = 3y> +y +3)
(—3y2 +2y + 1)z

Seu limite de validade é restrito ao intervalo 0 < y < 1 e para garantir sua positividade,

fa=

deve-se observar que o > /1 —¢, quando ¢ < 1. No contexto da rotacao estelar, a
restricao y < 1 traduz-se na imposi¢ao de um limite maximo para a velocidade de rotagao
estelar, a velocidade de break-up (ver segao 3.2). Estd, portanto, posto um importante
vinculo fisico a funcao de distribuicao da rotacao estelar.

A fungao 7.1 é composta de dois termos e é importante analisar a contribuigao de cada
um deles para a distribui¢ao, bem como o seu comportamento dependendo do parametro
q. A figura 7.1 mostra o comportamento de cada termo da equacao 7.1 em fun¢ao do
parametro ¢, com o mantido constante (¢ = 1). Observa-se que ambos os termos da
equacao sao mais sensiveis ao parametro ¢ para altos valores de y, permanecendo prati-
camente inalterados para baixos valores de y. Entretanto, o primeiro termo da equacao

apresenta pouca sensibilidade as variagoes do parametro ¢, restringindo o potencial de
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ajuste da funcao a distribuicao de dados observacionais no regime de altos valores de y.
Observa-se ainda que ambas as funcoes sao mais sensiveis a valores de ¢ menores que 1,

tendendo a permanecer inalteradas para grandes valores de q.

| 05 —
| 04 —
L /—H—"“-\, a
i N i
- \ —
03 \ —
=L q <1 N |
= N ]
I N ]
02 q > 1 R -
i < 1
01 F —

0 1 1 | 1 1 | 1 | | | | 1
0 0.2 04 0.6 08 1

vseni/v,

Figura 7.1: Comportamento dos termos da funcdo 7.1 para diferentes valores de g e 0 = 1. O
conjunto de curvas inferior € a primeiro parcela e o conjunto superior é a seqgunda parcela da
funcao. As curvas em destaque correspondem a q = 1. Os valores de q utilizados variam de 0 a

2

Na figura 7.2 é mostrado o comportamento da func¢ao (soma dos dois termos analisados
acima) em relagdo ao parametro q. Observa-se que o efeito do aumento de g é deslocar
a moda da distribuicao para a direita, apontando para uma correlagao positiva entre o
parametro ¢ e a moda da distribuicao. Tal comportamento, que neste caso é basicamente
devido ao segundo termo da funcao, também ¢é observado, embora de forma menos

acentuada, na fungdo de distribuigdo proposta por Soares [7] (figura 3.1 de Soares —
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tese de doutorado [25]). Observa-se também que o decrescimento da fungao é menos
acentuado para altos valores de y do que aquele apresentado pela func¢ao proposta por [7].
Esse comportamento da funcao 7.1 permite um melhor ajuste as distribui¢oes onde altos
valores de y sao mais comuns. Também é evidente que a funcao de distribuicao é nula para
todo valor de y maior do que 1. Uma andlise da fungao 7.2 mostra que isso é verdadeiro

mesmo que o parametro ¢ cresca indefinidamente.

08 T T T T T T T T T T T T T T T
06 - g > I |
L = |
= \ —
N
i o< N |
| =
.04 —
2
02 —
U | | | | | | | | | | | |
0 02 04 086 08 1

vseni/v,

Figura 7.2: Comportamento da funcdo 7.1 para diferentes valores de q, com 0 = 1. A curva
tracejada corresponde a q = 1. Os wvalores de q wutilizados variam de 0 a 2 . Observa-se a
existéncia de uma correlagao entre o valor de q e a moda da distribuicao.
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Analise estatistica da rotagao das estrelas de Sco OB2

O estudo da distribuicao da velocidade rotacional das estrelas é fundamental ao
entendimento da origem do momentum angular estelar e do processo de formacao das
estrelas. Nesse sentido, o conhecimento da estatistica que controla essa distribuicao é
fundamental. Com o objetivo de investigar a natureza da distribuicao da rotacao da
associacao Sco OB2, submeteu-se uma amostra de 137 estrelas dessa associagao [1] a
uma analise estatistica utilizando a fungao de distribuicao da rotacao estelar generalizada
7.1. Analisou-se a distribuicao da rotacao de todas as estrelas da associagao Sco OB2,
em seguida, analisou-se separadamente a distribuicao da rotagao das estrelas simples e
binarias. Uma mesma anéalise em cada subgrupo da associagao nao foi possivel, dado ao
pequeno numero de estrelas em cada sub-amosta quando separada por subgrupos. Por
exemplo, na amosta de estrelas simples de LCC, ha somente 9 estrelas e no caso de UCL,
apenas b estrelas. Para comparacao entre modelo e dados observacionais, utilizou-se o
teste-y? com um nivel de significancia de 5%.

O objetivo da anélise foi verificar, segundo o modelo de funcao de distribuicao pro-
posto neste trabalho, se a hipdtese de nao-extensividade poderia ser descartada para
a distribuicao da velocidade rotacional das estrelas da associacao de Sco OB2. Tal
teste foi motivado pelos recentes resultados de estudo de distribuigao da rotacao estelar
de aglomerados e do campo, os quais apontam para um comportamento nao-extensivo
dessas distribuigoes (Soares et al. 2006, Carvalho et al. 2009). Tais trabalhos, entretanto,
analisaram amostras de estrelas com baixa média de rotagao (em torno de 20 kms™!).
Uma andlise estatistica de amostra com alta rotacao média é, portanto, pertinente.

O teste-x? é paramétrico, ou seja, pressupoe-se o conhecimento prévio da distribuicao
tedrica apropriada para os dados. Sendo assim, um controle cuidadoso na elaboracao dos
histogramas, mais especificamente na escolha do passo do histograma, é fundamental a
uma boa analise, uma vez que o valor do passo pode influenciar a forma da distribuicao.
Assim, a escolha do valor do passo pode influenciar bastante o resultado da anélise
estatistica, sendo necessario um processo de escolha de passo que minimize essa influéncia.

Nesse sentido, para determinacao do passo de cada histograma, utilizou-se a escolha
de Scott [26], dada pela equacao 7.2. Scott mostrou que o comprimento 6timo para o
passo, W, de um histograma, o qual permite uma estimativa mais eficiente e imparcial

da distribuicao de frequéncias é atingido, quando
W =349 x s x N3, (7.2)

onde s é o desvio padrao da amostra e N é o nimero de dados observacionais.
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A rotacao das estrelas da associacao Sco OB2

A figura 7.3 mostra a distribuicao das velocidades rotacionais para as estrelas da
associacao Sco OB2, para toda a amostra, e para as estrelas segregada por categoria,
simples ou binaria. Nota-se que a amostra apresenta objetos com rotagao, vseni, em
um largo intervalo, variando desde valores préximos de zero até o limite de break-up (ver
tabela 6). A média de rotagao para cada distribuicao sao as seguintes: 137,82 km s~ 'para
a amostra completa, 172,50 km s~ !para as estrelas simples e 116,82 km s~ 'para as estrelas
binérias.

A despeito dos histogramas terem sido elaborados com diferentes passos, cuja escolha
foi explicada acima, parece evidente que a distribuicao da rotagao das estrelas simples
tendem a apresentar um pico de maxima frequéncia em rotacoes mais elevadas do que
a distribuicao das estrelas binarias. De fato, testes estatisticos realizados nessa amostra
por Brown & Verschueren [1] demonstraram com um nivel de confianga de 99,99%, que a
distribuicao das estrelas simples apresentam mais objetos com vseni > 150 kms~!do que
a distribuicao da rotacao das estrelas binarias. A menor incidéncia de estrelas com rotagao
elevada entre as binarias pode ser interpretada como sendo o resultado da transferéncia de
momentum angular da rotacao da estrela para o movimento orbital da sua companheira
estelar, via efeito de maré (e.g., Zahn 1977 [2]) em sistemas bindrios espectroscopicos. Tal
processo ¢é responsavel pela reducao da rotacao das estrelas bindrias. Somente esse fato
ja é suficiente para justificar a analise em separado dos dois tipos de estrelas, simples e
binarias.

A estatistica da distribuicao da rotagcao em Sco OB2

Nesta segao serd feita a analise da estatistica que governa a distribuicao da velocidade
rotacional de Sco OB2 quanto a sua natureza, se é extensiva ou nao-extensiva. Conforme
discutido no capitulo 2, o parametro ¢ pode ser interpretado como sendo um medidor da
extensividade de um sistema, ou de sua aditividade. A determinacao do parametro g para
a distribuicao da rotacao de Sco OB2 dara, portanto, o grau da extensividade daquele
sistemas com respeito a rotagao. E importante ressaltar que uma discussao sobre a fisica
que controla a rotagao estelar no contexto da entropia nao-extensiva estd muito além
dos objetivos do presente trabalho. Aqui nos limitaremos a investigar a possibilidade
da extensividade ou nao na distribuicao da rotacao de Sco OB2. A resposta a essa
indagacao dard subsidio para investigacoes mais detalhadas sobre a nao-extensividade de

distribuicoes de vsen+ em sistemas com objetos apresentando alta rotagao.
A rotacdo das estrelas simples

A distribuicao da velocidade rotacional relativa, vseni/v,, das estrelas simples da
associagao Sco OB2 é apresentada na figura 7.4. Também sao apresentadas as curvas de

melhor ajuste para ¢ = 1,0 e para o valor de ¢ que permite o melhor ajuste a distribuigao.
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Figura 7.3: Distribuicao da velocidade de rotacao, vseni. Linha tracejada: todas as estrelas da
amostra, 137 objetos, e passo igual 0,155; linha pontilhada: estrelas simples, 50 objetos e passo
igual a 0,206; linha continua: estrelas bindrias, 87 objetos e passo igual a 0,171.

Para selecionar as melhores curvas, utilizou-se o método dos minimos quadrados para
equagoes nao lineares, onde se ajusta as variaveis ¢ e o.(Programa NONLINFT [27]. Para
escolha do melhor ajuste, utilizou o teste-x? com limite de significancia de 5%.

A figura 7.4 apresenta a distribui¢ao da rotagao das estrelas simples da associagao de
Sco OB2. A curva obtida com a funcao 7.1 e ¢ = 1,0 que melhor se ajusta a distribuigao
tem o = 0,20 e estd representada na figura pela linha tracejada. Esta curva pode ser
descartada com um nivel de confianca de mais de 95%, e portanto, a distribui¢ao nao
parece ser extensiva. A curva que melhor descreve a distribuicao das rotacoes das estrelas

simples de Sco OB2 é obtida quando ¢ = 1,7 e 0 = 0,70. A probabilidade desta curva



CAPITULO 7. RESULTADOS E DISCUSSOES 42

0.5 — —

0.4

[
Za

Frequencia relativa

&
oo

0.1

vseni /v,

Figura 7.4: Distribuicao da velocidade de rotagao relativa, vseni/vy, para as estrelas simples .
A linha pontilhada representa o histograma dos dados observacionais, com 50 objetos e passo
igual 0,206. A linha continua representa a curva de melhor ajuste para a funcdo 7.1 com com
parametros ¢ = 1,7 e 0 = 0,70. A linha tracejada indica o melhor ajuste da funcdo 7.1, com
q=1,0e0=0,20.

representar a distribuicao da rotacao das estrelas simples é 93%, segundo o teste-y2. Tal
resultado aponta para a nao-extensividade nos fendmenos que controlam a distribuigao
de wsen i, da estrelas de Sco OB2.

O processo de formacgao e evolugao estelar nao é um fenomeno isolado, e uma estrela
ou um conjunto de estrelas em uma associagao estelar, assim como em um aglomerado,
nao pode ser considerado um sistema isolado. Espera-se, portanto, que tais sistemas
apresentem um grau de nao-extensividade, de modo que o resultado aqui obtido nao é de

forma alguma estranho.
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Como discutido em Soares et al., o momentum angular de uma estrela é estabelecido
nos momentos iniciais de sua formacao, via acoplamento entre a rotacao das estrelas
e o momentum angular do seu disco de acrescao. Para altas taxas de acres¢ao ou
desacoplamento tardio entre a estrela e seu disco, em ambiente de densidade elevada,
como € o caso dos aglomerados e associacoes estelares, a velocidade média das estrelas
tende para valores mais altos (ver Strom et al. [28]). Tal processo também poderia explicar
diferengas encontradas entre o comportamento das estrelas de campo e de aglomerados
(Melo et al. [29]). O resultado desse processo é o deslocamento da frequéncia maxima da
distribuicao da rotacao na direcao do regime de altas velocidades. E, como discutido no
inicio deste capitulo, o parametro ¢ esta correlacionado com a moda da distribuicao (ver
figura 7.2), de modo que o processo de aumento da rotacao média das estrelas se traduz

em um aumento do valor de q.
A rotacao das estrelas bindrias

Na associacao estelar Sco OB2, a quantidade de estrelas binarias supera a quantidade
de estrelas simples. Usando dados da literatura, Brown (2001) [30] estimou as seguintes
taxas de binaridade em Sco OB2: cerca de 80% para US, 85% para em UCL e 70% para
LCC. Mais recentemente Kouwenhoven et al. (2007) [31] estimou a taxa de binaridade em
Sco OB2 como sendo 70%, com um nivel de confianca de 30. Altas taxas de binaridade
é de fato bastante comum entre estrelas dos tipos espectrais O, A e B. Por exemplo, na
associacao Cassiopeia OB6 a taxa de bindrias espectroscépicas é em torno de 50 £ 19%
(Hillwig et al. 2006), em NGC 6231, a taxa de sistemas bindrios espectroscopicos é de
63 £20% (Sana et al. 2007). A multiplicidade é na realidade um parametro fundamental
para o processo de formacao estelar. Para a amostra analisada no presente estudo, a taxa
de binaridade é de cerca de 64%, e portanto, representa relativamente bem a populacao
estelar de Sco OB2.

A figura 7.5 mostra a distribuigao da velocidade de rotagao relativa, vseni/v,, para
as estrelas binarias da associagao Sco OB2. A linha tracejada representa o melhor ajuste
permitido para a funcdo 7.1, com ¢ = 1,0 e 0 = 0,70. O teste-x? mostra que tal curva
pode ser descartada com uma confiabilidade superior a 95%. A distribuicao é melhor
ajustada pela funcao 7.1 quando ¢ = 1,1 e o = 0,30, tendo probabilidade de 78%,
segundo o teste-y?. Observa-se que embora os resultados dos testes sejam favordveis a
nao-extensividade, o sistema nao esta longe da extensividade. E possivel que tal resultado
se deva as alteracoes mais bruscas na rotacao dessas estrelas devido a interacao de maré.
De acordo com a teoria de maré (Zahn 1977 [2]; Hut 1981 [32]), novamente éimportante
ressaltar que a interagao gravitacional entre as duas componentes de um sistema binario
resulta no acoplamento, segundo o qual a estrela transfere parte do momentum angular
de sua rotacao para o movimento orbital de sua companheira. Como resultado, as estrelas

dos sistemas binarios tendem a apresentar rotacoes mais baixas do que suas equivalentes
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Figura 7.5: Distribui¢ao da velocidade de rotagao relativa, vseni/vy, para as estrelas bindrias da
amostra. A linha pontilhada representa o histograma dos dados observacionais, com 87 objetos
e passo igual 0,171. A linha continua representa a curva de melhor ajuste para a funcdo 7.1
com com parametros ¢ = 1,1 e 0 = 0,30. A linha tracejada indica o melhor ajuste da fun¢do
7.1, comq=1,0 e o =0,70.

simples, tendo a distribuicao estatistica descrita para valores de ¢ mais baixos. Um valor

de ¢ menor para as binarias, portanto, é compreenssivel.
A rotacao das estrelas de Sco SB2

A figura 7.6 apresenta a distribui¢ao da rotagao, vseni/uvy, para todas as estrelas de
Sco OB2. A linha tracejada representa o melhor ajuste para a funcao 7.1 quando ¢ = 1,0,
com o = 0,30. Assim como nos casos anteriores, pode-se descartar essa curva com uma

confiabilidade superior a 95%. A distribuicao é melhor ajustada pela funcao 7.1 quando
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g =1,2¢e 0 = 0,30, tendo probabilidade de 82%, segundo o teste-y%. A distribuicao
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Figura 7.6: Distribuicao da velocidade de rotac¢ao relativa, vseni/uvy, para todas as estrelas da
amostra. A linha pontilhada representa o histograma dos dados observacionais, com 137 objetos
e passo igual 0,155. A linha continua representa a curva de melhor ajuste para a funcdo 7.1
com com parametros ¢ = 1,2 e 0 = 0,30. A linha tracejada indica o melhor ajuste da funcdo
7.1, comq=1,0 e c =0,30.

das velocidades de rotacao de Sco OB2 reflete a tendéncia para a nao-extensividade
apresentada pelas distribuicoes das estrelas simples e binarias. O elevado percentual
de sistemas bindrios (64%) faz com que a distribuigdo de vseni de Sco OB2 tenha o seu
maximo de frequéncia deslocado na direcao do regime de baixa rotagoes, resultando em
valor de ¢ menor que aquele apresentado pelas estrelas simples.

Nossos testes indicam, portanto, que a distribuicao da rotacao das estrelas da asso-

ciacao Sco OB2 pode ser controlada por processos governados pela mecanica estatistica



CAPITULO 7. RESULTADOS E DISCUSSOES 46

nao-extensiva. Novamente, é importante lembrar que aqui nao se buscou o melhor valor
do parametro ¢ para cada distribuicao, ou uma resposta definitiva para a extensividade
ou nao na distribuicao das rotagoes da associagao Sco OB2. Tal tarefa requer uma
analise mais detalhada, em que se considere os erros de medidas e estatisticos, bem
como uma analise que leve em consideracao um maior refinamento nas caracteristicas
das estrelas. Neste sentido, é necessario uma segregacao dos objetos com caracteristicas
comuns, tais como intervalo de massa e temperatura, bem como um estudo comparativo

do comportamento da funcao 7.1 para diferentes associacoes de estrelas OB.



Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

Conclusoes

Desde os trabalhos pioneiros desenvolvidos por Struve [3] e Chandrasekhar & Miinch
[4], varias fungoes de distribuigao estatistica da rotagao estelar foram propostas. Utili-
zando argumentos da Mecanica Estatistica de Maxwell-Boltzmann, Deutsch [5] sugeriu
uma funcao de distribuicao da rotagao baseada numa distribuicao Maxwelliana. Soares et
al. [7] estudou a rotagao estelar no contexto da mecénica estatistica nao-extensiva (Tsallis
1988) e apresentou uma funcao de distribuigao das velocidades de rotagao baseada numa
maxwelliana generalizada, a ¢-Maxwelliana. Testes estatisticos, em amostras de estrelas
de aglomerados e do campo apresentaram resultados mais favoraveis as g-maxwellianas
(Soares et al. 2006 e Carvalho et al. 2009). As g-maxwellianas, entretanto, ndo impunham
limite superior as velocidades de rotacao, carecendo, portanto, de um importante vinculo
fisico da Astrofisica Estelar: a velocidade de break-up ,v,, das estrelas.

No presente trabalho utilizou-se a fungao de distribuigao deduzida por Deutsch [5] para
se estabelecer uma funcao de distribuicao da rotacao que leve em consideracao o limite
de break-up da rotacao estelar. Essa funcao foi generalizada no contexto da Mecanica
Estatistica nao-extensiva, de modo que reproduzisse a fun¢ao original no limite quando
q tende para 1,0. A fungao, assim elaborada, é definida no intervalo 0 < y < 1, onde
y =vseni/v, e o > \/T, para ¢ < 1, onde ¢ é uma funcao do raio polar e equatorial
da estrela. Esta funcao apresenta uma correlacao entre o valor do parametro ¢ e a moda
da distribuicao da velocidade de rotacao e decresce mais lentamente em altas rotagoes
do que a funcao de Soares et al.. Apresenta também, maior sensibiliade a valores de ¢
menores do que 1 para valores de alta rotacao.

A funcao de distribuicao proposta neste trabalho foi empregada para analisar a dis-
tribuicao da rotacao das estrelas da associacao de Sco OB2. Para isso, analisou-se uma
amosta de 137 estrelas, sendo 50 estrelas simples e 87 estrelas binarias. O maior valor de
q foi apresentado pela distribuicao das estelas simples, ou seja, ¢ = 1,7, enquanto para
as estrelas bindrias o resultado foi ¢ = 1,1. Quando analisadas todas as estrelas de Sco

OB2, simples e binarias, o resultado foi ¢ = 1,2. Os resultados da andlise mostraram,
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portanto, que a distribuicao da rotacao em associacao Sco OB2 parece ser controlada
por mecanismos fisicos melhor descritos pela Mecanica estatistisca nao-extensiva. Esses
valores, para o parametro ¢, precisam ser verificados com base em um estudo mais
detalhado, que leve em conta as propriedades individuais das estrelas, os erros das medidas
na rotacao e os erros estatisticos da analise, bem como um estudo comparativo entre
diferentes sistemas contendo objetos com alta rotacao. Todavia, este trabalho permite
afirmar que existem fortes indicios de que a distribuicao da rotacao das estrelas em regime

de altas rotacoes tendem a ser melhor descrita pela estatistica nao-extensiva.

Perspectivas

Dificilmente um trabalho de dissertagdo de mestrado esgota um assunto, e isso é
verdade principalmente no caso do presente estudo. O estudo da distribuicao da rotagao
estelar com base na estatistica nao-extensiva esta apenas comecando e certemente trara a
luz muito resultados que permitirao uma maior compreensao dos mecanismos fisicos que
controlam essas distribuicoes.

O presente trabalho é o primeiro a considerar o limite de break-up da rotacao estelar e
analisar sistemas contendo objetos com rotagoes muito préximas desse limite. H& muito
ainda para ser explorado a partir deste ponto, mas queremos propor a realizacao de cinco

invetigacoes, consideradas como sendo de maior relevancia no momento:

e Repeticao deste trabalho, separando as estrelas por intervalo de B — V e con-
siderando os erros observacionais da amostra, bem como a contribuicao dos erros

intrinsecos da analise estatistica;

e Estudo comparativo com base na funcao proposta neste trabalho para diferentes

associagoes ou aglomerados contendo estrelas dos tipos espectrais O, B e A;

e Fazer uma andlise comparativa entre a funcao de distribuicao proposta neste tra-

balho e a fungao apresentada por Soares et al. nos regimes de alta e baixa rotagao;

e Investigar melhor a correlagao entre o parametro ¢ e a moda da distribuicao da

velocidade de rotagao;

e Investigar a relacao entre o e a geometria das estrelas no contexto do modelo de

Roche;



Apéndice A

Obtendo a fungao ¢,(y)

Considere-se a equagdo abaixo, que relaciona a func¢do de distribuicdo ¢(y) com a

variavel 7,

N

n

o) = | %dn (A1)

A solucao aproximada desta equacao pode ser obtida utilizando métodos numéricos de

integracao. Aplicando a regra de integracao de Simpson, tem-se que

?72

/yl %dn = g [f(y) +4f (HTy) + f(l)} , (A.2)

onde h = (1—1y)/2. Cada parcela do segundo membro da equagao A.2 pode ser calculado
separadamente. A primeira parcela desta equagao nao é definida quando n = y, pois o
termo \/n? — y? se anula. Esse problema é contornado tomando-se o limite desta parcela

quando 1 — y, ou seja,
22
n

o

fiy) = tim ")

RN

Segue, portanto, que
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A segunda parcela resulta em

f(1+y) (=3 +y+3)
2 (=3y2+ 2y + 1)2

e a tultima parcela é nula. Tem-se entao o seguinte resultado:

2

11 — e % 2 ) 2 —3 — 32 3) _w+n?

[ = 2y S0 - e s 4 EE IV S (ay
y n? —y? 3 3 (—3y*>+2y+1)2
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Substituindo A.3 em A.1, esta fungao se torna

2 _(+w)?

O(y) = fre” @ + foe 7, (A.4)

onde

fi=v'—v*—v*+y

(y —*)(—y* = 3y* +y + 3)

f =
’ (—3y2 + 2y +1)2

A funcao A.1 é valida no intervalo 0 < y < 1 e, para garantir sua positividade, também
se faz necessario impor a seguinte restricao, o > /1 — ¢ para valores de ¢ < 1.
A generalizacao desta fungao consiste em generalizar as exponenciais, substituindo-as

por g-exponenciais, de modo que se tem

2

¢Aw=f{1—u—@y]ﬂﬂwaﬁ—u—@géﬁﬁyq. (A.5)

o2

A funcao A.4 é recuperada quando ¢ = 1, como é demonstrado abaixo.

Considere-se a expressao A.5, no limite ¢ — 1:

oalo) = St |10 -0 5|y [1-a-0 ST e
Fazendo
2715 In(l1—(1-¢%
x:{l—(l—q)%] — Inx = [ 1(_(]@0},

de modo que
In [1 —(1- q)g—z]

limlnz = lim

g—1 q—1 1—gq
Segue, portanto, que
2
limnz = —=—
q—1 o

e sendo a funcao exponencial, uma funcao continua, tem-se

lim 6lnm — ehmqﬂl Inz

g—1 ’

de modo que

Q‘td
NN

limz =e"
qg—1
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De foma analoga, pode-se demonstrar que para

1 (14y)?
(149215 In [1 —(1-q&

— Inz =

Sl S N O 1—g

tem-se
. _ (+4y)?
limz=e¢ @)% .

q—)l

Logo, segue-se que
_ (4w)?

Gg=1(y) = fle’c% + fa(y)e @7,
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