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Resumo

Apesar de nos ultimos anos terem surgido fortes concorrentes, a Cosmologia inflacionaria
ainda é a nossa melhor teoria para explicar a origem das inomogeneidades da Radiagao
Césmica de Fundo, bem como para resolver os “quebra-cabecas” deixados pelo Big Bang.
Neste trabalho de dissertacao, abordamos este maravilhoso paradigma comegando pela
apresentacao do modelo padrao da cosmologia, ACDM, ou melhor, modelo do Big Banyg,
suas principais previsoes tedricas, os testes observacionais os quais o modelo é submetido
regularmente e, ao final do capitulo, falamos sobre seus principais problemas, aqueles que
deram origem a Cosmologia inflacionaria: problemas da planura, horizonte, monopolos
magnéticos e o problema das condigoes iniciais. Em seguida, como principal pré requisito
para o estudo do paradigma inflacionario propriamente dito, exploramos a teoria linear
das perturbacoes cosmoldgicas, buscando sempre uma descri¢ao independente de calibre,
através da insercao de quantidades invariantes de gauge. Tanto na cosmologia padrao
quanto na teoria de pequenas perturbagoes, fizemos nossa descricao para um universo
com curvatura, K, ndo nula. No capitulo seguinte, apresentamos a teoria da inflacdo
cosmica e o mecanismo usual pelo qual sao geradas as perturbagoes primordiais, o me-
canismo slow-roll. Para tanto, dividimos o paradigma em seis etapas principais: resolver
os enigmas do modelo padrao, obter as equagoes dinamicas validas durante a inflacao,
obter os espectros primordiais escalares e tensoriais das flutuagoes geradas pelo regime
slow-roll, conhecer os principais modelos da literatura, construir um formalismo capaz de
identificar qualquer nivel de nao gaussianidade primordial e confrontar os modelos com
as correntes observagoes. Feito isso, propomos uma nova forma de energia potencial para
o inflaton, baseados nas teorias k-deformadas, generalizando o modelo exponencial usual.
Confrontando nossos resultados com os dados observacionais mais recentes e obtivemos

aspectos bastante positivos para o nosso potencial exponencial x-deformado.

Palavras-chave: Inflacdo Cosmica. Inflacao k-Exponencial. Cosmologia Inflacionaria.

Mecanismo Slow-Roll. Universo Primordial.
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Abstract

Although strong concurrents have emerged in the last years, the inflationary Cosmology
is still our best theory in explaining the origin of inhomogeneities from Cosmic Microwave
Background such as well to solve the puzzles left by Big Bang. In this master’s thesis we
approach these wonderful paradigm by starting by presentation of the standard cosmo-
logical model ACDM, or better, Big Bang model, your main theoretical predictions, the
observationals tests in which the model is regularly subjected and, at the end of the chap-
ter we talk about its main problems, those that gave rise to the inflationary Cosmology:
flatness, horizon and magnetic monopole problems and initial conditions problem. Next,
as the main prerequisite for the study inflationary paradigm itself, we explore the linear
theory of cosmological perturbations, always looking for an independent gauge approach,
through the insertion of gauge-invariant variables. Both in the standard cosmology and
small perturbations theory we did our description to one universe with curvature K non
vanishing. In the next chapter, we present the cosmic inflation theory and the slow-roll
mechanism. For this purpose, we divide the paradigm into six main steps: solve the stan-
dard model puzzles, obtain the dynamic equations valid during the inflation, obtain the
primordial scalar and tensor spectra of the fluctuations generated by the slow-roll regime,
know the main models from literature, build a formalism able to identify any level of
primordial non-Gaussianity and and confront the models with the current observations.
That done, we propose a new form of potential energy for inflaton, based on x-deformed
theories, generalizing the usual exponential model. Comparing our results with the most
recent observational data, we obtained very positive aspects for our x-deformed exponen-

tial potential.

Keywords: Cosmic Inflation. x-Exponential Inflation. Inflationary Cosmology. Slow-

Roll Mechanism. Primordial Universe.

viil



Lista de Siglas e Abreviaturas

o TRG — Teoria da Relatividade Geral;
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Notacoes e Convencgoes

» As dimensoes do espago-tempo seguem a linguagem do formalismo (3 4 1), onde 3

sao as coordenadas espaciais e 1 é o tempo;
o Indices gregos tais como «, 3, i, v, etc., variam de 0 a 3;
o Indices latinos tais como i, 7, k, [, etc., variam de 1 a 3;

« E empregada a convengao de soma de Einstein, onde os indices repetidos (sendo um

contravariante e o outro covariante) indicam um somatério nestes indices;
« A assinatura métrica utilizada é (— + ++);

e O tempo conforme é definido como

todt
TE/oa(t);

o Derivadas parciais ordinarias sao indicadas por 9, ou por uma virgula, i.e.,

7 Oxk?
— = 0,0 = ¢,
onde ¢ é um campo escalar genérico;

o Os coeficientes de conexao, ou simbolos de Christoffel de segunda espécie (simbolos

de Christoffel, por simplicidade), sdo definidos como

o 1 @
F/uz = 59 g (gﬁu,u + 9sv,u — g,uu,ﬁ) ;

o Para a derivada covariante de um tensor genérico, 7§, serdo utilizadas, conforme

a conveniéncia, as notacoes
e e
VuTg.. ou T35

onde

Qe o a _p P e .
VTl = Tpl = Ot + U mp e = TG0 — s

o Derivadas ordinarias com respeito ao tempo coésmico sao indicadas por um ponto,

ie.,
dp

55@90590;
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e Derivadas ordinarias com respeito ao tempo conforme sdo dadas por um primo, i.e.,

 Derivadas covariantes com respeito a métrica espacial ;; sdo indicadas por “|i”, i.e.,
Vg =78
e O tensor de curvatura (ou tensor de Riemann-Christoffel) é definido como
Raﬁuv = gvvu B g;w + Fﬁurpv o F;lvrg/ﬁ
e O tensor de Ricci é a contracao do tensor de Riemann-Christoffel, dada por
R, = R"

pav)

o O escalar de curvatura (ou escalar de Ricci) é dado pela contragdo do tensor de
Ricci,

R= R, = g¢"R.;
¢ O tensor de Einstein é definido como

1
G;w = R,uz/ - §Rguu;

» A métrica de Robertson-Walker (ou métrica background) é definida como
ds® = —dt* + a® (t) yi;dz'da?,
onde 7;; € o tensor métrico espacialmente puro, tal que
yijda'da? = d77“2 + 72d6? + r*sin? () dep?;
i 1— Kr? ’

o Em termos do tempo conforme, a métrica FLRW ¢ definida como

dr?
2 _ 2 2 2102 | 2 2 2| .
ds® = a” (t) |—dr —1—1_ 7"2+T df” + r*sin” (0) do” | ;

+ E empregado o sistema de unidades naturais (ou unidades planckianas), onde adota-

sec=h=1.
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Capitulo 1

Introducao

Podemos assegurar que a Cosmologia moderna nasceu no inicio do século passado,
com as contribuigoes histéricas de Albert Einstein (1879-1955), Alexander Friedmann
(1888-1925) e Edwin Hubble (1889-1953). Einstein tendo desenvolvido a Teoria da Rela-
tividade Geral [1] (1915), Friedmann por ter obtido, pela primeira vez, solugdes dindmicas
para o universo a partir das equagdes de campo de Einstein [2] (1922) e Hubble pela des-
coberta da expansao do universo [3] (1929). Antes disso, acreditava-se que o universo era
pequeno, estatico e eterno. Gragas a estes cientistas sabemos hoje que o universo é muito

maior, continua a crescer e teve uma origem hé cerca de 14 bilhoes de anos [4].

Prevista por Friedmann e depois confirmada por Hubble, a expansao do universo
acarretou numa elegante hipdétese quanto a origem do universo. Nela o universo é um
lugar cada vez menor, mais denso e quente conforme mais jovem, de modo que em t = 0 o
espaco, o tempo e a matéria estavam contidos numa regiao infinitamente pequena, densa
e quente, denominada singularidade. Estima-se que no tempo de Planck (107** s), menor

escala observada na natureza, a temperatura do universo era da ordem de 103 K [5, 6].

A origem do universo concebida dessa forma data de 1929 e se deve, principalmente,
ao cosmologo e padre catolico belga, Georges Lemaitre. Um fato bastante curioso é que
em 1927, independentemente de Friedmann e de Hubble, baseado nos trabalhos de Vesto
Slipher e em suas solugoes das equagoes de campo de Einstein, Lemaitre ja afirmava que
0 universo estava em expansao continua, com uma velocidade de recessao proporcional a

distancia ao ponto observado. Isso o levou a hipotese do “dtomo primordial”, conhecida

hoje como teoria do Big Bang (HBB) [7].
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O termo “Big Bang” s6 surgiu algum tempo depois, a cerca dos anos 50, num
episodio curioso da historia da Ciéncia. Liderados por Fred Hoyle, ele e mais dois jovens
astronomos da época propuseram uma teoria que batia de frente com a de Lemaitre, a
teoria do estado estaciondrio, que nao resistiu por muito tempo perante as observagoes.
Nela Hoyle propunha um universo com criagao continua de matéria contrabalangando a
expansdo observada [8]. Foi quando em 1949, apés ter lido os trabalhos de Lemaitre,
Hoyle teria dito (durante uma transmissao de radio e num tom de ironia) que aquilo que
Lemaitre havia proposto era uma espécie de “grande explosao” como a origem de tudo.
Entretanto, a teoria de Lemaitre nao fala de nenhuma explosao, mas de uma expansao

repentina cujas causas e mecanismos fisicos ainda sdo desconhecidos [9].

Em seguida, ja no ano de 1964, uma dupla de radioastronomos norte americanos
— Arno Penzias e Robert Wilson — detectaram acidentalmente um sinal eletromagnético
que se estendia por toda regidao observavel do céu [10]. Apds o fisico canadense Phillip
Peebles e sua equipe analisarem a descoberta da dupla, viram que esse sinal se tratava
da Radiagdo Césmica de Fundo (RCF), uma reliquia césmica na faixa das microondas,
prevista por George Gamow e seus dois estudantes de pds doutorado, Ralph Alpher e

Robert Herman, em 1948, antes mesmo da sua deteccao [11, 12, 13, 14].

Neste ano (1948) Gamow, Alpher e Herman haviam proposto uma descrigao fisica
brilhante para a formagao dos elementos mais leves (Hidrogénio, Deutério, Hélio e Litio),
conhecida hoje como a Nucleossintese Primordial (BBN) [12, 13, 14]. Com a observagao da,
RCF foi possivel estudar os féotons mais antigos do universo e concluir que a teoria desses
cientistas estava totalmente correta, exceto pelo fato de que a quantidade de matéria nao
relativistica prevista por ela era de apenas 5%, enquanto que as medicoes astrondomicas

mostravam que deveriam haver cerca de 20-30% [15].

Um pouco antes disso, em 1937, estudando as condigoes de estabilidade de galaxias,
Fritz Zwicky observou um efeito gravitacional muito grande produzido por algum tipo de
matéria nao baridnica [16]. Esta que definitivamente era diferente de tudo que se conhecia
até o momento. Estimou a quantidade desse material e viu que era muito maior que a
parcela que ele conseguia observar com o seu telescopio. Assim, a descoberta de Zwicky
combinada com as previsdes da BBN e as medi¢oes da RCF constituiram uma base de

evidéncias muito sélida para o que é chamado hoje de Matéria Escura [15, 17].
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Em seguida, o langamento do satélite COBE (1989) possibilitou que muitas ca-
racteristicas do universo primordial fossem reveladas. Descobriu-se, a principio, que a
distribuicao de temperatura da RCF nao é perfeitamente homogénea, mas apresenta mi-
nusculas flutuagoes (~ 0,01%) em torno da temperatura média de 2,725+ 0,002 K [18].
Depois, percebeu-se que a formacao das estruturas em larga escala (galdxias, aglomera-
dos, filamentos e superaglomerados de galdxias) depende fundamentalmente da presenga

dessas flutuagoes, vindo a serem chamadas de as “sementes primordiais” [19, 20].

No final do século passado, ja em 1998, uma nova descoberta trouxe um novo
ingrediente para o cenéario cosmologico discutido até aqui. Observando uma classe especial
de supernovas, os astronomos Saul Permutter, Adam Riess e Brian Shcmidt descobriram,
independentemente, que estes objetos pareciam estar muito mais longe do que os modelos
previam, constatando assim a expansao acelerada do universo [21, 22, 23]. J& que nenhum
material conhecido até entao era capaz de acelerar a expansao de Hubble, postulou-se uma

nova forma de energia, hoje conhecida como Energia Escura [4].

O arcabougo da Cosmologia moderna constituido da Expansao do Universo, da
Nucleossintese Primordial, Radiacao Césmica de Fundo, Matéria e Energia Escura ganhou
o status de modelo padrao da Cosmologia, conhecido hoje como o modelo do Big Bang,
ou ACDM, onde A faz alusao a constante cosmoldgica de Einstein e CMD significa “Cold

Dark Matter” (matéria escura fria), ou seja, matéria nao relativistica [4, 5, 11, 15, 17].

Até aqui a Cosmologia caminhava muito bem, exceto pelo fato de algumas coisas
no modelo padrao nao funcionarem bem. Primeiramente, nao se sabia as origens fisicas
da matéria e da energia escura. Em segundo lugar, as medidas astronémicas mais precisas
da época mostravam que o universo observavel era extremamente plano', homogéneo e
isotropico? em escalas superiores a 300 Mpc. Além disso, nao haviam explicacoes plausi-
veis para as anisotropias da RCF. Todas essas caracteristicas peculiares eram totalmente

nao intuitivas e desfavoreciam a concepg¢ao do Big Bang.

'Um universo espacialmente plano significa que dadas trés galaxias muito distantes no universo, a
soma dos angulos internos do tridngulo formado por elas é igual & /2 rads, isto é, a se¢do espacial é

euclidiana. Dito de outra maneira, ndo ha lugares “escondidos” no universo observavel.
2Homogeneidade significa que todos os pontos sdo equivalentes e isotropia implica na auséncia de

diregoes privilegiadas a partir de um ponto qualquer no espago-tempo. Uma consequéncia disto é que
nao ha centro no universo. Em favor disso, costuma-se dizer que o universo parecera sempre o mesmo

ndo importa quem vocé seja ou onde esteja.
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Pouco antes disso, em 1981, um cosmologo americano chamado Allan Guth havia
proposto uma teoria para explicar duas das caracteristicas citadas acima: a planura e
a isotropia do universo. Além disso, o mecanismo de Guth explicava também outros
enigmas indesejados como, por exemplo, o problema das reliquias cosmicas e a inexisténcia

de monopolos magnéticos. Esta teoria é conhecida como Inflagio Cosmica [24].

S6 algum tempo depois percebeu-se que as inomogeneidades da RCF podiam ser
explicadas a partir da teoria de Guth e este foi o triunfo da Cosmologia inflacionaria.
Introduzindo-se “ad hoc” 3 uma fase de expansdo acelerada nos primeiros instantes do
universo (mantendo intactos os sucessos do HBB), é possivel explicar de uma s6 vez todos
os problemas do modelo padrao, com exce¢ao da matéria e da energia escura [6]. O 6nus
disso é ter que lidar com o complicadissimo formalismo matemético e conceitos da Fisica

de Particulas, consequentemente, da Teoria Quéntica de Campos (TQC).

Desde 1981 foram feitos muitos esforgos no sentido de aprimorar cada vez mais a
inflacdo primordial de Guth. Em 1982, um novo mecanismo, denominado “slow-roll”, foi
proposto por Andrei Linde [25] e Andreas Albrecht e Paul Steinhardt [26] com o objetivo
de substituir a descricao original de Guth, que apresentava algumas inconsisténcias fisicas
e observacionais. A partir dai surgiram diversos modelos inflaciondrios com a missao tnica

de parametrizar o universo primordial através da sua energia potencial dominante.

Muitos desses modelos consideram que a fase de expansio acelerada, conhecida
como inflagao césmica, se deve a densidade de energia do vacuo, ou a um termo cosmolé-
gico variavel no tempo. Investigando uma particular forma de energia potencial, surgida
naturalmente de alguns campos escalares da Fisica de Particulas, Peebles e Bharat Ratra
propuseram um modelo de inflagdo cujo potencial associado tinha a forma de uma expo-
nencial pura [27]. Este modelo, assim como outros poucos, é especial, pois é motivado
diretamente pela Fisica de Particulas moderna, uma das teorias mais bem testadas da

Fisica e nossa melhor descri¢do das leis fisicas no universo primordial.

Junto a virada século, em 2001, veio a vez da sonda espacial WMAP, sucessora do
COBE, entrar em atividade. Densos conjuntos de dados extraidos das missoes envolvendo
o satélite favoreceram os modelos mais simples de inflacdo, em especial, os exponenciais

e os caracterizados por leis de poténcias [28, 29, 30, 31].

3¢Ad hoc” significa para esta finalidade ou para este efeito.
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Em 2007, J. Alcaniz e F. Carvalho propuseram (ver [32]) uma generalizagdo dos
modelos de inflagdo slow-roll com energias potenciais exponenciais a partir da estatistica
de Constantino Tsallis [33]. A associagao de uma estatistica nao extensiva generalizada a
distribuicao do potencial durante a era inflaciondria conduziu os pesquisadores a um novo
leque de solugoes completamente ignoradas pela abordagem exponencial usual e que sao

fortemente corroboradas pelos dados observacionais.

Neste sentido, como objeto de investigacao para este trabalho de dissertagao, nos
perguntamos quais seriam as consequéncias de se utilizar as teorias k-deformadas, no
contexto desenvolvido por Giorgio Kaniadakis [34], para generalizar os modelos de inflagdo
exponenciais usuais citados. A estatistica de Kaniadakis tem alguns aspectos que a tornam
mais interessante que a de Tsallis: é extensiva, reproduz outras estatisticas conhecidas

em limites adequados e tem suas raizes na Relatividade Especial de Einstein [35, 36].

Para tanto, uma preparacao do palco onde todo o espetaculo ird acontecer devera
ser providenciada. Iniciamos no Capitulo 2, explanando sobre o modelo cosmologico pa-
drao, sua relacao com os dados observacionais e seus principais problemas. Seguindo para
o Capitulo 3, apresentamos a teoria linear das perturbacoes cosmologicas no contexto
invariante de gauge. No Capitulo 4, abordamos a Teoria Inflacionaria, propriamente dita,
expondo alguns dos modelos mais relevantes e suas principais previsoes, bem como os
rigorosos testes observacionais os quais a teoria é submetida regularmente. No Capitulo 5
apresentamos o formalismo de Kaniadakis para, em seguida, aplicid-lo ao universo inflaci-
onario. Assim, fazemos a descri¢ao dos nossos resultados e os confrontamos com os dados
observacionais obtidos durante a tltima missao do satélite Planck, sucessor do WMAP,
finalizada em julho de 2018. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas,
fornecemos nossas referéncias bibliograficas e, por ultimo, disponibilizamos um apéndice

pratico para o tratamento de algumas funcoes especiais.



Capitulo 2

Modelo Cosmoldgico Padrao

2.1 Sintese e Fundamentos

Nossa visao moderna do universo ¢ fundamentada na Cosmologia de Friedmann-
Lemaitre-Robertson- Walker (FLRW), ou modelo do Big Bang, como também é conhecido.
Devido ao seu enorme sucesso e poder de predicao, tal corpo de conhecimento é tomado
como o Modelo Cosmoldgico Padrao (ACDM). Com base em sua formulacao e consequén-
cias, é possivel fazer especulacoes bastante atraentes sobre o universo primordial e conhe-

cer, com clareza, sua evolucao a partir dos 107! primeiros segundos.

A construcao deste modelo é baseada no principio de que em escalas suficiente-
mente grandes o universo ¢é perfeitamente homogéneo e isotrépico, denominado Principio
Cosmoldgico [11], e sustentada por trés grandes pilares: a Expansdo do Universo [3], que
culminou na conjectura do dtomo primordial, a Radiagdo Césmica de Fundo [10, 12, 13],
um foéssil do Big Bang que revela caracteristicas de quando o universo tinha apenas cerca
de 300 mil anos de idade, e a Nucleossintese Primordial [14], que descreve a formacao dos

clementos mais leves e prevé com exceléncia suas abundéancias, hoje, no universo [5].

Recentes levantamentos astronomicos envolvendo grandes resdshifts, tais como o
projeto Sloan Digital Sky Survey (SDSS), revelam que o universo é de fato homogéneo e
isotropico em escalas superiores a 300 Mpc, porém tomado de grandes inomogeneidades
em escalas menores, como galdxias, aglomerados e superaglomerados de galdxias [37].

Por outro lado, medidas das flutuagdes na RCF (Figura 2.1) mostram que a temperatura,
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média do universo ¢ da ordem de 2,7 K, com pequenos desvios da homogeneidade da
ordem de 107> em sua distribuicao [38, 39, 40]. Isso faz com que o principio cosmolégico

seja uma imagem muito consistente do universo observavel como um todo.

Figura 2.1: O mapa de temperaturas da RCF, criado pelo satélite Planck, revela que na
ultima vez em que a radiagao foi espalhada pela matéria, evento conhecido como tltima
superficie de espalhamento, o universo era extremamente homogéneo e isotrépico, com

pequenas inomogeneidades da ordem de 1075,

Fonte: ESA /Planck (2018)*

Além disso, sobre a composi¢cdo quimica do universo, essas mesmas observacoes
revelaram estar em total acordo com as previsoes feitas a partir da nucleossintese primor-
dial, isto ¢, existe matéria bariénica numa proporcao de um barion para cada 10° fétons,
onde 75% sao de hidrogénio, 25% de hélio e alguns vestigios de elementos mais pesados.
No entanto, os barions configuram apenas 5% dos aproximados 30% da densidade total
de matéria no universo. Neste caso, a hipotese padrao que se faz é a de que os outros
25% sao devidos a uma forma exética de matéria, denominada Matéria Escura, que nao
interage eletromagneticamente, mas que gravita. Os 70% restantes sao devidos & uma
componente ainda mais exdtica, a qual chamam de Energia FEscura, que devido a sua
pressao negativa acelera a expansao do universo. Isso mostra que aproximadamente 95%

do nosso universo observavel ¢ ainda um grande e aberto mistério [4, 15].

'Disponivel em https://www.esa.int
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No contexto da Cosmologia padrao quem desempenha o papel da energia escura é
a Constante Cosmoldgica (A), frequentemente associada a densidade de energia do vacuo.
Mas isso ainda é uma questao em aberto, pois duas areas extremamente bem desenvolvi-
das e testadas da Fisica, a Fisica das particulas elementares e a Cosmologia, discordam
no valor de A por uma diferenca de até 120 ordens de grandeza, dependendo do modelo
cosmolégico. Essa grave contradigdo é conhecida como o problema da constante cosmo-
légica. Uma segunda adversidade envolvendo A é o fato de esta componente ter passado
a dominar a densidade de energia do universo somente agora. Nao esta claro o porqué

dessa grande coincidéncia cosmica [4].

2.2 Expansao do Universo

A descoberta de Hubble, em 1929, da expansao do universo via a famosa relagao
|U| = Ho|r|, denominada lei de Hubble, onde |U| é a magnitude da velocidade de recessao
de um objeto distante, |F] sua distancia até ndés e Hy a constante de Hubble, que mede,
sobretudo, a taxa instantanea com a qual o universo se expande, deu inicio a uma nova
era na cosmologia relativistica. Seu experimento foi aprimorado e reproduzido inimeras
vezes com o passar do tempo, obtendo-se resultados cada vez mais precisos em virtude do
aprimoramento do aparato tecnolégico envolvendo as observacoes, como os telescopios e

sondas espaciais.

A taxa de expansao do universo medida pelo préprio Hubble foi de 500 km s~! Mpe™!

[3]. Uma medida mais precisa foi realizada apenas em 1958, por Sandage [41], que, em
virtude do enorme avanco tecnolégico pés Hubble, aferiu o valor Hy = 75 km s~ Mpc™!.
A mais recente e precisa medida, realizada pela Planck Collaboration 2018 [40], revela,

com uma incerteza de apenas 0,50 (meio sigma), que
Hy=67,440,5km s~ ' Mpc™'. (2.1)

Estritamente falando, essa medida significa que, a cada 1Mpc de distancia, os objetos se

! mais rdpidos. Sendo assim,

afastam a uma velocidade de aproximadamente 67,4 km s~
podemos concluir que hé uma distancia para a qual os objetos excedem a velocidade da
luz. Este comprimento é comumente chamado de raio de Hubble. Dedicamos a Secao 2.4

para falar especificamente deste assunto.
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Em seguida, muito posteriormente a descoberta de Hubble, estudos envolvendo
supernovas-la (SN-Ia), realizados em 1998 pelos astrofisicos Saul Permutter [21], Adam
Riess [22] e Brian Schmidt [23], mostraram que o universo, na verdade, se expande a uma,
taxa acelerada, isto é, H = H (t). Essa descoberta teve impacto direto na forma como os
cosmoélogos viam o universo. Uma de suas principais consequéncias foi a necessidade de
se especular sobre uma possivel nova forma de energia capaz de acelerar o universo, pois
nenhuma das conhecidas até entao era capaz de produzir tal efeito. Como ja adiantamos

na se¢ao anterior, estamos falando da hipotética energia escura.

2.3 Meétrica FLRW

A métrica é o objeto que define as caracteristicas e propriedades geométricas do
ambiente onde ocorrerao os processos fisicos de interesse. No caso da Relatividade Geral
de Einstein esse ambiente é o espaco-tempo quadridimensional curvo. Genericamente, o

intervalo entre dois eventos que acontecem nesta variedade é dado por [42]
ds* = g, dz"dz”. (2.2)

Daqui em diante adotaremos a convengao do somatério de Einstein, onde se omite o
simbolo de soma, recorrendo-se ao artificio dos indices repetidos. Tal soma vai de 0 a 3,
para letras gregas, e de 1 & 3, para latinas, sendo a quantidade infinitesimal da° reservada

para o tempo e as dx' para as demais coordenadas espaciais.

A métrica que descreve o espaco homogéneo e isotropico em expansao é a métrica de
Friedmann-Lamaitre- Robertson- Walker (FLRW), que em unidades planckianas (naturais)
é dada por [4, 6, 15]:

dr?

2 2 2

+ 72df* + r? sin” 9d¢2> : (2.3)

onde a (t) é o fator de escala, que mede o “estiramento” do espago, enquanto que K é o
parametro que determina a curvatura da secdo espacial definida por t constante; quando

K =0, o universo é plano, K = —1, é hiperbdlico e K = +1, é esférico.

Do ponto de vista dinamico, é de suma importancia que tenhamos um meio de

quantificar a taxa com a qual o espaco se expande, isto ¢, sua velocidade. Uma quantidade
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que surge naturalmente das equagoes dinamicas produzidas pela métrica FLRW, e que
iremos deduzir em breve, é o parametro de Hubble

H (1) = Eg (2.4

onde o ponto sobre a variavel significa sua derivada em rela¢ao ao tempo cosmico, t. Como
podemos perceber, H tem dimensao de inverso de tempo. Logo, o seu inverso, H !, define
uma escala de tempo (e também de comprimento) caracteristica do universo. Esta escala

é o proprio raio de Hubble, ja mencionado anteriormente.

2.4 Tempo Conforme e Horizontes

Em muitas aplicagoes, como o estudo da propagacgao da luz, a definicao dos ho-
rizontes coméveis e a teoria de pequenas perturbacoes cosmoldgicas, é mais conveniente
reescrevermos a métrica FLRW na forma

dr?

2 2 2
dS =a (7’) (—dT +1—7[(T2

+ 72d6* + r? sin® 0d¢2> : (2.5)

onde

T= /0 t aCZ) (2.6)
¢ denominado tempo Conforme. O tempo conforme pode ser entendido, num universo
que tem como origem a singularidade a (t =0) = 0, como sendo a distdncia maxima

percorrida pela luz, na auséncia de interagoes, desde ¢t = 0 até um tempo t qualquer, por

exemplo, hoje [6].

Outra recorrente transformacgao de coordenadas que se mostra extremamente 1til,

neste contexto, é tomar dy = dr/v/1 — Kr?, implicando em

sinhy, K =-1;
r(x) = x, K=0; (2.7)
siny, K =+1.

Em termos de y, as trajetérias descritas pela luz se tornam bastante simples.

Na relatividade especial, a trajetoria de uma particula sem massa, que se move

com velocidade igual & ¢, é tal que ds* = 0. Portanto, num espaco-tempo isotrépico, a
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propagagao radial da luz (i.e., com 0 e ¢ fixos) é inteiramente determinada por
dr* —dy* =0, (2.8)
cujas solugoes sao as geodésicas nulas,
X (T) = £7 + const, (2.9)

correspondendo a linhas de mundo em angulos de +£45° no plano 7—y. Frequentemente,

este plano é chamado de cone de luz (Figura 2.2).

Figura 2.2: Cone de luz. A regiao inferior do interior do cone diz respeito ao passado
do evento P, enquanto que a regiao superior corresponde ao seu futuro. Toda a superficie
do cone ¢ restrita a apenas os objetos que caminham com velocidades iguais a ¢, como a
luz na auséncia de interagoes. Isto significa que, assim como o seu préprio passado, um

evento Q, fora do cone, esta causalmente desconectado e é inacessivel a P.

Time
|

Future Light Cone

oQ

causally-disconnected

Event — Space

Past Light Cone

Fonte: Baumann (2012)

Por outro lado, ha duas medidas de distancia, distintas, num universo FLRW.
Uma é a distancia comével z, fixa, e a outra é a distancia fisica r. Como a expansao
é isotrépica, a distancia fisica depende apenas do tempo. Estes dois comprimentos sao

conectados através da relacao [17]
7(t) =al(t) 7. (2.10)

Para efeitos de visualizacao, consideremos a Figura 2.3.
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Figura 2.3: Distancia comdvel e distancia fisica. Representamos a distancia comével pela
grade contendo as galaxias fixadas em suas posi¢goes. Conforme o tempo passa, a distancia
entre as galaxias aumenta (distancia fisica, simbolizada pelos vetores vermelhos), porém
elas permanecem em suas posi¢oes fixas na grade comovel. Significa, entao, que o espaco

entre elas foi que aumentou, enquanto elas permaneciam imoveis.

Fonte: Autor (2020)

Uma distancia comével muito importante em cosmologia é o comprimento maximo
que um foton pode percorrer, na auséncia de interacoes, durante um intervalo de tempo
finito. Como o universo possui idade finita (ty ~ 13,8 x 10° anos [38, 39, 40]), um féton
emitido no instante do Big Bang s6 pode ter percorrido uma distancia maxima dada por

todt
Xp(T)ET—TZ':/ti m,

onde 7; corresponde ao inicio do universo. Aqui, X, é o horizonte de particulas, o qual

(2.11)

define um limite de causalidade para a estrutura no universo. Isto significa que, num
instante 7, as informagdes sobre um evento em y > x,, (7) sdo inacessiveis a um observador
localizado em x = 0. Isto é melhor visualizado a partir do cone de luz (Figura 2.2). Da

relagdo (2.10), deduzimos que o tamanho fisico (real) do horizonte de particulas é
dp (1) = a (t) xp. (2.12)

O horizonte de particulas nao deve ser confundido com o horizonte (ou raio) de
Hubble, muito embora, na maior parte da evolugao do universo, sejam muito préximos.
O horizonte de Hubble, H~!, é a distAncia maxima percorrida pelas particulas durante

aproximadamente o tempo que leva para o universo dobrar de tamanho. Sendo assim, h&
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uma diferenca crucial entre esses dois comprimentos: se num dado instante, ¢, a distancia
entre duas ou mais particulas é maior que x, (¢), entao essas particulas nunca estiveram em
contato causal. Por outro lado, se a distancia entre elas for maior que H~! (t), significa que
nao estao se comunicando no exato momento. Mais do que isso, particulas cujas distancias
até nos sejam maiores que o raio de Hubble se movem com velocidades superiores a c.

Portanto, a fisica que conhecemos nao se aplica a distAncias maiores que H '

Em todo caso, tanto o horizonte de particulas quanto o raio de Hubble crescem com
o tempo. No ambito da Cosmologia padrao, eles possuem tamanhos finitos e diferem por
um fator numérico bem pequeno. Consequentemente, as expressoes horizonte e raio de
Hubble podem ser utilizadas como sinénimas. Além disso, se uma escala de comprimento

k=1 encontra-se dentro ou fora do raio de Hubble, teremos a seguinte regra:

k < 1, = Escalas super-Hubble;
P (2.13)

afl | > 1, == Escalas sub-Hubble,

onde k é o ntmero de onda associado & escala. Como d, ~ ¢t e H ~ t~!, é verdade o
seguinte raciocinio, 27 /kd, ~ H/k, sustentando a afirmagao de que d, (t) ~ H~* (t), na
Cosmologia padrao. Por este motivo, é bastante comum associar ambos os horizontes
a0 mesmo conceito. Entretanto, como veremos adiante na teoria inflacionaria, esses dois

comprimentos podem ser radicalmente diferentes.

2.5 Redshift Cosmologico

Toda a base da descoberta da expansao do universo, e portanto da lei de Hubble
em si, é fundamentada principalmente no efeito Doppler sofrido pela luz, cuja fonte de
emissao se encontra em movimento relativo a um determinado observador. Sucintamente,
¢ uma medida adimensional do desvio para o vermelho que um determinado espectro
luminoso sofre em decorréncia da expansao métrica do espaco.

Suponhamos uma fonte situada na posigao 7 (t) em relacdo a um observador em
7(t) = 0. Sabemos que fétons descrevem geodésicas nulas, isto é, ds* = 0. Sendo assim,

num universo FLRW, onde a propagacao da luz é radial (df = d¢ = 0), o tempo que leva

para um feixe luminoso emitido em 7 (¢1) alcangar o observador em 7 (ty) = 0 é

A /t dt /Tl dr (2.14)
T = - == ) :
t al(t) 0 V1—Kr?
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onde A7 = 19 — 1 e r = |F]. Diferenciando esta relagdo, temos que o lado direito
da segunda igualdade desaparece e, consequentemente, para sinais luminosos sucessivos

dessa fonte, com intervalos de tempo dt entre um e outro, teremos:

ot ot
L= 0 (2.15)
a(ty)  a(to)
Em termos da frequéncia, v = 6t~ isto implica em
t
v _ alh) (2.16)
1241 a (to)

onde 11 é a frequéncia de emissdo da fonte e 1y é a frequéncia medida pelo observador.

Assim, o redshift Z é definido de tal maneira que

1—|—Z:ﬂ:a(t0)

- alh) (2.17)

Conclui-se assim que, num universo em expansao, v < a~' (t). Sabemos da relagao
de Planck para a radiagao que a energia, £, de um féton é proporcional a sua frequéncia,

v, de oscilacdo. Logo, é possivel concluir que £ o« a™*.

Isto significa que, conforme o
universo se expande, o comprimento de onda da radiagao é “esticado” e os fotons que o
atravessam incessantemente perdem energia. A consequéncia mais imediata disto é que o
espectro eletromagnético observado de luzes emitidas por galdxias distantes apresentarao,

todas, um “desvio para o vermelho”, mensurado por Z.

2.6 Dinamica

Agora mostraremos de que forma todos esses ingredientes fisicos sao integrados
para compor uma Unica descricao dindmica, coerente, do universo em larga escala. Para
tanto, consideraremos a métrica FLRW, que traduz a isotropia do universo observavel
para a linguagem formal da TRG, e a hidrodinamica relativistica dos fluidos. A TRG de
Einstein nos diz, acima de tudo, de que maneira a geometria do espaco-tempo esta ligada

ao conteudo energético do universo, através das equacoes de campo

1
Gl = Rl — S0/R = 87GT}, (2.18)

v

onde G = g"*G,, € o tensor de Einstein, R, o tensor de Ricci, R = g" R, o escalar de
curvatura e 0% = g"“g,, o tensor de Kronecker. Do lado direito, G é constante universal

da gravitacao e T# = ¢"*T,, é o tensor energia-momento [42].
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Para que as equacoes de Einstein sejam identicamente satisfeitas, a inspecao da
métrica isotropica (2.5) determina que o contetido energético do universo seja descrito por

um fluido perfeito?; cujo tensor energia-momento é dado por [4, 6, 15]
T} = (p + p)u'uy, + po}. (2.19)

Aqui, p é a distribuicao uniforme de densidade, p a pressao isotrépica do fluido e u* o
campo de 4-velocidades. Num referencial comédvel, i.e., em queda livre com relacdo ao

fluido, temos que u* = (a™1,0,0,0) e o tensor energia-momento adquire a forma

—p(r) 0 0 0
| 0 P00 0 (2.20)
0 0 p(r) O
0 0 0 p(r)

Assim, as equagoes de movimento (no tempo conforme) resultantes deste procedi-

mento, caracterizando a dindmica do universo FLRW, sdo: a equacao de Friedmann,

H*+ K = 87;Gpa2, (2.21)
e a equagao da aceleragao,
4Ga?
W= -0 (p+3p), (2.22)

3

onde H = @' /a e uma linha sobre a varidvel significa sua derivada com respeito ao tempo
conforme, 7. Aqui, vemos porque a componente responsavel pela aceleracdo do universo
deve ter pressdo negativa; para que (2.22) resulte em H’ > 0, é necessério que p+ 3p < 0.
Como p ¢ fisicamente uma quantidade positiva, entao nos resta que a pressao é quem
deve ser negativa. Felizmente, pressoes negativas sao bem conhecidas da TQC, ou Fisica

moderna de particulas.

Para completar nossa descri¢ao, precisamos determinar a forma de p = p(7) nas
equagoes acima. A aplicacdo do principio de conservacao da energia em sua forma cova-

riante, V, T+ = 0, fornece a chamada equagdo do fluido,

P +3H(p+p) =0, (2.23)

2Um fluido perfeito é aquele que pode ser caracterizado completamente conhecendo-se apenas seu

campo de densidades p (ou equivalentemente de pressdo p) e seu campo de 4-velocidades ut.
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onde o ponto e virgula significa tomar a derivada covariante com respeito as coordenadas
z* do espago-tempo relativistico. Se tivéssemos usado (2.3) em vez de (2.5), terfamos
obtido no lugar de (2.23)

p+3H (p+p) =0, (2.24)

onde, mais uma vez, um ponto sobre a variavel significa sua derivada com respeito ao

tempo césmico t. E facil perceber que o pardmetro de Hubble conforme, H, vale aH = a.

Sabemos que o universo é preenchido por diferentes tipos de materiais, a saber,
radiagdo, matéria nao relativistica, matéria escura e também alguma forma de energia do

vacuo, ou constante cosmolégica. Isso faz com que tenhamos

pP=ED pr e P=D pr, (2.25)
1 1

com o subindice I denotando o tipo de material. Cada uma destas componentes se
conserva separadamente tendo, portanto, uma equagao do fluido para cada [4]. De posse
disto e da equacao de estado p; = w;p;, com o pardmetro de estado w; = %, 0, —1 para
radiagdo (r), matéria (m) e energia do viacuo (A), respectivamente, a integracao de (2.23)

nos leva as seguintes leis de evolucao para as densidades de energia destes materias:

pr o a
pm X a3 (2.26)
pr = A/87G.

O fato de p, cair por um fator de a mais rapidamente que p,, é facilmente entendido
se retornarmos a secao sobre o redshift luminoso. Veé-se que além de diminuir com o
aumento do volume a® (igualmente & matéria), a densidade de energia da radiacio cai

também devido a uma diminuicao efetiva do seu momento, hk.

Para deduzirmos a forma final de a (7) precisamos considerar, primeiramente, cada
um dos casos acima, separadamente, e integrar a equacao da aceleragdo (2.22). Num

universo dominado por radiacdo, isto é, p oc a~*, teremos:

sinh 7, K= —1;
a (T) = Qa, T, K = O’ (227)
sin T, K =+1,
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e no caso de um universo dominado por matéria, p oc a=3:

(coshTt—-1), K=—1;
a(r) = an 12, K =0; (2.28)
(1 —cosh 1), K =+1I.
Aqui, a, e a,, sdo constantes de integracao. As outras foram configuradas exigindo-se que

a(r =0) = 0. Isto significa que, num universo plano (K = 0), a « +/t, no dominio da

- 2 . ;.
radiagao e a  t3, no dominio da matéria.

No caso de termos um universo dominado por A, significa que a sua densidade de
energia permanece aproximadamente constante no tempo, valendo p,, conforme deduzido
em (2.26). A evolugao do fator de escala é melhor determinada, neste caso, utilizando-se

o tempo cosmico t. Desta forma, teremos:

MSinh(\/m ), K =—1;
a(t) = ag exp (\/TB t) , K =0; (2.29)
\/3/7Acosh (\/m ), K =+1.
Aqui, o mais importante é notar que no caso de K = 0, o fator de escala evolui exponen-

cialmente (a o< exp Ht) e isso serd de suma importancia para o cenario inflacionério.

Uma solucgao interessante a ser discutida, nesse contexto, é a obtida para o caso de
termos duas componentes importantes, a0 mesmo tempo, como ¢é o caso da equiparticao
matéria-radiagdo, ocorrida em Z ~ 3400 [4, 5, 6, 15, 17]. Considerando-se matéria e

radiacao, concomitantemente, pode-se deduzir que:

1 aeg\?  [eg\? 1
= r m — < Pe _— _— — 7,‘:77», 230
p=prtp 2Pq[(a>+<a> ¢ p=pr=gp (2.30)

onde p., € a., sao a densidade e o fator de escala, respectivamente, na equiparticao da
energia, ou seja, quando p, = p,,. Agora, integrando novamente (2.22), obtemos a seguinte
dependéncia temporal para o fator de escala:
(Qaeq/qu) (Tegsinh 74 cosh 7—1), K= -1,
a(r) = Geg |2(7/Teq) + (T/70)?] K =0; (2.31)
(Zaeq/73q> (1—cos T+ Tegsin 7), K =+1,

onde 7., = /3a2,/27Gpra é o tempo conforme na equiparticio matéria-radiacao [43].

Condizente com o que ¢ esperado, em 7 < 7, a radiagao ¢ dominante e recaimos

em (2.27). Conforme o universo se expande, a densidade total de radiacdo cai mais
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rapidamente que a de matéria e em 7 > 7,4, a matéria ¢ dominante, recobrando assim

(2.28). Na Figura 2.4, apresentamos as evolugoes de a (7) segundo alguns modelos.

Figura 2.4: Evolucao do fator de escala. Em lilds, temos o universo ACDM plano.
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Fonte: Universidade do Colorado (2018)3

Para K arbitrario, temos uma mistura de matéria, radiacao e energia do vacuo,
com uma mais importante que as outras em determinados periodos do universo. Nesse
sentido, (2.25) pode ser escrita como

37‘[% a03 Cl04
= Q — Q.| — Q 2.32
p 87rGa3[m(a>+ T<a>+ A]’ (2:32)

onde Q; = p; (10) /perit. (To) sa0 os parametros de densidade medidos hoje e definidos em

termos da densidade critica, pe:. = 3H?/87Ga?. Desta forma, temos que
QO+ Qr =1, (2.33)

onde Q= Q,, + Q. + Qp e Qg = —K/H2 ¢ a densidade total de curvatura. Logo,

>1, K=-1;
Q(7) =1, K =0; (2.34)
<1, K=+1.

Veremos ainda neste capitulo que o caso especial Q2 (1) = 1 configura o que in-

tendemos por ser um enigma do HBB, conhecido como o problema da planura, que diz

3Disponivel em https://jila.colorado.edu
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respeitos as condigbes iniciais a partir das quais o nosso universo comegou a evoluir [6].

Essa foi uma das motivacgoes originais de Guth que o levou a hipotese inflacionéaria.

Ainda nesse cendrio, utilizando-se a densidade total de energia (2.32) e a definigao
de Q, a equacdo de Friedmann (2.21) pode ser reescrita na forma

dy

dr =
’ HO\/QA + QKy_2 + me_3er_4’

(2.35)

onde y = a/ap. Esta equagdo pode facilmente ser convertida para o tempo césmico,
uma vez que dr = dt/a e, consequentemente, H = aH. Sob essas circunstancias, uma
integragao de (2.35) fornecera

= / e e (2.36)
 HylJo  avV/Qp+ Qra 2+ Q2300 '

Em particular, para a = a(ty) = ao, teremos a idade presente do universo, ty. No
caso do universo ser plano e preenchido por matéria, radiagao e constante cosmologica,

essa idade é dada por

H()t() =

2 111[14r Vl_QO], (2.37)

3VT—Q VQo
onde g = Q) (tp) é a sua densidade total de energia medida hoje. Essa equacao sugere que
to = “const” x Hi', confirmando que H~! (¢) é, de fato, a escala de tempo caracteristica
do universo. Por fim, substituindo as nossas melhores medidas de Hy e €2y, obtemos uma
idade de quase 14 bilhoes de anos, o que esta em total acordo com outras medidas feitas

através de outros métodos [4, 5, 17].

2.7 Vinculos Observacionais

Observagoes da RCF (ou CMB, em inglés) realizadas pelo satélite Planck, em
2018, e das oscilagoes acisticas de barions (BAO) revelam que o universo ¢ extremamente
plano, com cerca de 31,5% de matéria nao relativistica e taxa de expansao Hy = 67,4 &
0,5 km st Mpc™! (Figura 2.5). Além disso, a restricio na densidade de matéria impdoe

que cerca de 68,5% do universo, hoje, é preenchido pela constante cosmoldgica.

Nao ¢é novidade desde o lancamento e tratamento dos dados da sonda espacial

WMAP, um pouco antes do advento do satélite Planck, que cerca de 70% do universo
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Figura 2.5: A combinagdo dos dados CMB, BAO, Pantheon e D/H BBN, em 2.6(a),
apontam para um universo plano (Qx = 0,0007 £ 0,0019), com uma precisao de lo. Ja
em 2.6(b), sugerem que Hy = 67,4 + 0,5 km s~' Mpc™t e Q,, = 0,315+ 0,007. Os

contornos contém 68% e 95% de probabilidade.
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Fonte: Aghanim et al. (2018)

Figura 2.6: A combinagao das observagoes da CMB e da estutrura em larga escala (LSS)

apontam para um universo plano, dominado pela constante cosmoldgica.
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Fonte: Komatsu et al (2009)
observavel é preenchido por A. Os dados do WMAP impuseram, em 2008, uma restri¢ao
sobre a densidade de energia do vacuo de Q) = 0,726 £ 0,015 (ver Figura 2.6).

Por outro lado, se a energia escura é um fluido dindmico genérico, entao o seu
parametro de estado w, em geral, serd dependente do tempo. Logo, para testar equacoes

de estado varidveis no tempo, é comum adotar-se a forma funcional

w(a) =wy+ (1 —a)w,, (2.38)
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onde wy e w, sao constantes. Esta forma de expressar w é chamada de parametrizagao
pos-Friedmann (PPF), com o ACDM correspondendo a w, = 0 e wy = —1. Combinando
isto aos dados, constatamos que a energia escura corresponde a constante cosmologica,

ou densidade de energia do vicuo, com w ~ —1 (Figura 2.7).

Figura 2.7: A distribui¢do marginalizada de w, e wy para combinagoes de dados Planck,

BAO, SNe, RSD, lensing e WL é totalmente compativel para com o modelo ACDM.
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Fonte: Aghanim et al. (2018)

Novamente, os dados do Planck a respeito da natureza da energia escura estao em

total acordo com os obtidos anteriormente pelo satélite WMAP (Figura 2.8).

Figura 2.8: Restri¢ao do parametro de estado da energia escura (w ~ —1) corroborando

com a hipotese da constante cosmolédgica do modelo padrao ACDM.
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Como é possivel constatar, a combinacao das mais atuais e refinadas observagoes,
realizadas no ambito da cosmologia, convergem para as previsoes tedricas do modelo
padrao ACDM. Em suma, podemos dizer que o universo observavel é espacialmente plano
(K = 0), composto de aproximadamente 5% de bérions, donde 3/4 sdo constituidos de
hidrogénio, 1/4 de hélio e quase nada de elementos mais pesados, 26% de matéria escura
fria, nao-barionica, e 69% de constante cosmoldgica. Além disso, tem uma temperatura
média atual de aproximadamente 2,73 K, com pequenas flutuacoes de 1 parte em 10°, e
encontra-se num regime de expansao acelerada a uma taxa presente de aproximadamente

Hy=67,4km s~ Mpc™.

2.8 Enigmas do Big Bang

2.8.1 Problema das Condigoes Iniciais

O instrumental proporcionado pela teoria do Big Bang é suficiente para explicarmos
tudo que observamos hoje no universo? Enquanto legitima teoria cientifica, a Cosmologia
FLRW procura descrever a evolu¢ao do universo a partir de um conjunto independente de
condicoes iniciais supostamente conhecidas. No entanto, se essas condig¢oes fazem parte
ou nao da teoria fisica, é uma questao filoséfica. O fato é que a alta homogeneidade e
isotropia presentes no universo em larga escala s6 fazem sentido se considerarmos que
o mesmo evoluira a partir de uma configuracdo inicial especial e bem ajustada. Nao
obstante, a premissa de que o universo ¢ um grande e improvavel acidente césmico provoca

um certo desconforto na maioria dos cientistas e filésofos do mundo todo.

Para comecar, existem dois conjuntos de condigOes iniciais independentes que ca-
racterizam o material no universo: (i) sua distribuigao espacial, expressa através da fungao
densidade de energia p (Z), e (ii) o campo inicial de velocidades u’ (T), onde Z é a posicio

em coordenadas arbitrarias.

Ha fortes indicios, tanto no campo tedrico quanto no observacional, de que as
inomogeneidades observadas hoje na RCF eram muito menores no passado. Entretanto,
como veremos mais adiante, regides do céu com separagoes angulares superiores a 1°

nunca estiveram em contato causal, havendo, portanto, cerca de 10* regides desconectadas
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causalmente. Como é possivel que todos esses setores do universo, sem nenhuma ligagao
causal, possuam exatamente as mesmas caracteristicas fisicas? Este enigma do HBB,
relacionado a homogeneidade primordial do universo, é conhecido também como problema

do horizonte [6].

Por outro lado, para que a distribui¢cao do material no universo permaneca uniforme
tardiamente, as velocidades iniciais em cada ponto do fluido devem assumir valores bem
especificos. Considerando-se isto em conjunto ao problema do horizonte, em que um
numero muito grande de regioes do céu nunca estiveram em contato causal, o ajuste das
velocidades iniciais tona-se ainda mais draméatico. Como a energia cinética das particulas

estd diretamente relacionada com a curvatura espacial do universo via [17]

2U
K=——""_ (2.39)
m(Z - T)

onde U ¢ a energia total e m a massa do fluido, ambas conservadas, a especificidade de

u® (Z) inicial é refletida na curvatura primordial do universo. Por esse motivo, o enigma

das velocidades iniciais é também conhecido como o problema da planura [6].

2.8.2 Problema do Horizonte

O problema do horizonte surge, entao, ao calcularmos o tamanho do horizonte de
particulas na recombinagao do hidrogénio (a,e. = 1073) e constatarmos que ele corres-

ponde a uma porc¢ao muito pequena do céu da RCF.

O tamanho do horizonte de particulas em qualquer época do universo ¢ dado pela
expressao (2.12). Préximo desta época, o universo continha uma quantidade consideréavel

de matéria e radiacdo, porém 2, desprezivel. Num universo euclidiano (K = 0), isto

d, = a(t) /0 t QCZ) - Higm (\/Qma Q- ﬁ) , (2.40)

onde consideramos t; = 0, significando que o universo teve origem numa singularidade

equivale a

a(t =0) = 0. Por outro lado, o lookback horizon d4 (t), tamanho do horizonte caculado

a partir de hoje até um tempo ¢ no passado, é dado por

ds=alt) /tto GOZ) _ Hj?zm <\/Qm +Q, — \/Qma—l— QT> : (2.41)
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A razao d,, (t) /d4 (t) fornece o raio angular do horizonte de particulas em ¢. Na
recombinacgao, entao, isso da
dp

—(a = Grec) = 0,018, (2.42)
da

que corresponde a uma separacao angular de aproximadamente 1° no céu da RCF. Por-

tanto, regioes do céu com separagoes angulares superiores a isto nao estavam em contato
, . ~ . , 2 .~

causal na época da recombinacio. Sendo assim, ha um total de 47/ (0, 018)” &~ 10* regioes

causalmente desconectadas no céu.

2.8.3 Problema da Planura

O problema da planura pode ser explorado a partir da equacao de Friedmann para
o parametro de curvatura, deduzida anteriormente (Se¢ao 2.6). Relembrando a defini¢ao

de Qk, a equagao (2.33) pode ser reescrita, para um tempo t qualquer, como sendo

Q) - 1= aip‘ (2.43)

Ao que as observagoes indicam (Segao 2.7), a geometria do universo, hoje, esta
muito préxima da ser plana. Isto implica em €2(#y) ~ 1, na equagdo acima. Por outro
lado, com base na cosmologia padrao do HBB, o raio comével de Hubble (aH )_1 é uma
fungdo monotonicamente crescente do tempo, significando que o termo |Q (¢) — 1| deve
divergir com o tempo. Consequentemente, €2 (tg) = 1 em (2.43) é uma situagao instavel
para o universo. Dessa forma, para que possamos ter um parametro de densidade tao
proximo da unidade hoje é necessario que o mesmo tenha sido ainda mais préximo de um

no passado. Estritamente falando, devemos ter:

Q(tgen) — 1] <

O
Q (tavr) 1| < 0(107%7), (2.44)
O

N

Q(tp) — 1] <

Isto significa que na época da nucleossintese primordial, que é uma fase bem conhecida da
cosmologia, por exemplo, qualquer valor de |2 (tgpyn) — 1| fora do intervalo determinado
em (2.44), levaria o universo a ser totalmente diferente do que temos hoje. O mesmo se

aplica a era das GUT’s e ao tempo de Planck e suas respectivas escalas de curvatura.
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2.8.4 Problema do Monopolo Magnético

Outro enigma a cerca da Cosmologia padrao surge da combinacao do modelo do
Big Bang com as ideias modernas da Fisica de particulas. As simetrias da natureza
desempenham um papel crucial na unificacdo das interacoes fundamentais. Neste sentido,
um dos conceitos mais importantes da Fisica moderna de particulas, ou Teoria Quantica
de Campos, é o da quebra espontanea de simetria, isto é, a ideia de que a temperaturas

extremamente altas, simetrias que encontram-se hoje quebradas sao restauradas [5].

Como veremos na proxima secdo, o universo primordial passou por diversas tran-
sicoes de fases ao longo de sua evolugao térmica e estas quebras espontaneas de simetria
foram fundamentais na sua conducao até aqui. Entretanto, devido a este fendomeno, o
universo presente deveria estar repleto de reliquias coésmicas com densidades grandes o
suficiente para serem detectadas. Uma dessas reliquias é o chamado monopolo magnético
— equivalente magnético da carga elétrica — e sua auséncia, hoje, representa um desafio

tanto para a Cosmologia padrao quanto para a Fisica moderna de particulas [4].

De acordo com muitas teorias fisicas sobre o assunto, as quebras espontaneas de
simetria geram, através de um processo conhecido como mecanismo de Kibble [44], o
que se chama de defeitos topoldgicos. Tais configuracoes do vacuo quantico sao estaveis,
dividindo-se em trés categorias: bidimensionais, conhecidas como paredes de dominio;
unidimensionais, denominadas cordas césmicas; e/ou pontuais, chamadas de monopolos.
Também podem existir configuragoes hibridas de duas ou mais categorias citadas acima.
Além disso, podem haver configuracoes classicas nao topologicas — os chamados sélitons

nao topoldgicos — e serem estéveis por rasoes dindmicas [5].

O cerne da questao é que a producdo de tais monopolos magnéticos (além de
muitas outras particulas reliquias) no universo primordial é inevitéavel, do ponto de vista
destas teorias — as chamadas GUT’s (Grand Unified Theories). Estima-se que a escala de
energia por tras da grande unificacdo esteja em torno de 10 GeV, em comparacio ao
desprezivel 1 GeV da energia de repouso do préton, particula entre as mais massivas [17].
Se os monopolos magnéticos eram tao massivos e abundantes nos primeiros instantes do

universo, por que nao é possivel observa-los hoje?



Capitulo 2. Modelo Cosmolégico Padrao 26

2.9 Histéria Térmica do Universo

O modelo padrao da Cosmologia sugere que o universo surgiu a partir de uma
singularidade inicial, isto é, uma regiao infitnitamente pequena, densa e quente do espago-
tempo, comportando todos os constituintes fundamentais da matéria, hoje conhecidos
como particulas elementares. Entre elas, as mais familiares: fotons, elétrons, trés geracoes
de neutrinos, seis quarks e o popular béson de Higgs, responsavel por atribuir massa a
maioria das particulas concebidas pelo modelo padrao. A medida que o volume aumentou,
o universo se tornou cada vez menos denso e quente, dando origem aos processos fisicos

essenciais que nos trouxeram até aqui.

Para um entendimento explicito, detalhado, das caracteristicas e processos que
deram origem ao universo observado é fundamental investigar-se o comportamento de duas
quantidades fisicas ao longo de sua evolucao: a taxa de Hubble, H (t), e a taxa de interagao
entre as particulas, I' (f). Em suma, se a taxa de interacao entre as particulas for maior
que a taxa de Hubble (I' > H), entdo as interagoes naquela época ocorreram com muita,
frequéncia, podendo serem desprezados os efeitos da expansao. Desta forma, o contato
frequente entre as particulas estabelece rapidamente o equilibrio térmico no universo.
Todavia, se a taxa de Hubble for mais importante (I' < H), as raras intera¢oes nao sao
suficientes para estabelecer o equilibrio térmico entre as particulas e estas desacoplam-se

do resto do universo. Em geral, I'; H o T*, onde P ¢ um ntmero real.

2.9.1 Equilibrio Térmico Local

Ha diversas rasoes pelas quais acredita-se que o universo primordial esteve em equi-
librio termodinamico local quase perfeito, embora tenham sidos os desvios desse equilibrio
os principais responsaveis pela abundancia de muitas particulas macicas, bem como pela

formagdo da RCF e dos elementos quimicos leves da BBN que se observam hoje [5, 45].

No universo primitivo as particulas eram ultra-relativisticas, formando uma espécie
de sopa primordial, e suas taxas de interacoes eram muito maiores que a taxa de expansao

de Hubble. Pode-se demonstrar que [45]

r 101¢ GeV
H T
Para 10 GeV > T > 100 GeV, a condicdao acima é satisfeita e todas as particulas do

(2.45)
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modelo padrao encontravam-se em equilibrio térmico, portanto distribuidas conforme
1
exp (£) £ 1

onde o sinal “+” se refere aos férmions e o “—” aos bodsons. Apds a temperatura cair

(&) — (2.46)

abaixo da massa de algumas particulas (7' < m), estas se tornaram nao relativisticas e
sua distribuicao foi suprimida exponencialmente (f — e~™/7), significando que o plasma

primordial foi completamente dominado pela densidade de energia da radiacao [45].

2.9.2 Desacoplamento e Freeze-QOut

Se o equilibrio térmico tivesse persistido até hoje, o universo seria basicamente
composto de fotons. Acontece que a Fisica moderna de particulas prevé uma quebra
espontanea de simetria a uma temperatura da ordem de 100 GeV para a interagao eletro-
fraca. Abaixo dessa escala de energia os bosons mediadores da interacao fraca adquirem
massa e, consequentemente, a taxa de interacao das particulas com o plasma cai para [45]

I T 3
"™ (1 MeV> ' (247)

Quando a condicao I' ~ T é atingida, isto é, em T ~ 1 MeV, essas particulas
param de interagir com o plasma (desacoplam-se) e acontece o freeze-out, ou seja, o con-
gelamento da abundancia dessas particulas. Esta condicao é diferente para os diferentes
tipos de particulas, isto €, particulas diferentes desacoplam-se a temperaturas diferentes
e, portanto, a épocas diferentes. A matéria escura, por interagir muito fracamente com os
barions, supde-se que tenha se desacoplado suficientemente cedo na historia do universo.
Como os neutrinos interagiam com o retante do plasma primordial via interacao fraca,

significa entao que eles se desacoplaram em 7'~ 1 MeV [46].

2.9.3 Principais Eventos no Universo

A partir do desenvolvimento acima, com base na Cosmologia moderna padrao
e de um conhecimento minimo do modelo padrao da Fisica de particulas, é possivel se
estabelecer um panorama bastante plausivel da evolugao térmica do universo. A tabela 2.1

resume os principais eventos na histéria do universo em ordem cronolégica [4, 5, 6, 45, 46].



Capitulo 2. Modelo Cosmolégico Padrao 28
Tabela 2.1: Principais eventos na histéria do universo.
Evento Temperatura Redshift Idade
Big Bang ? 00 0s
Epoca de Planck ~10%2 K ~ 103 ~ 1074 5
GUT’s/Inflagao > 10" K ~ 10% > 1073 s
Unificagao eletro-fraca/Bariogénese > 10" K ~ 101 > 107" 5
Transicio Quark-Hadron > 108 K ~ 10'2 >107" s
Freeze-out da Matéria Escura ? ? ?
Desacop. dos Neutrinos/Aniq. de e ~ 101K ~ 1010 ~1s
Nucleossintese Primordial 1010 — 108 K ~ 108 1 —500 s
Equiparticio Matéria-Radiacao ~10* K ~ 3400 ~ 60 kyr
Recombinagao 3800 — 3000 K | 1400 — 1100 | 260 — 380 kyr
Desacoplamento dos Fétos ~ 3000 K ~ 1100 ~ 380 kyr
Reionizacao 57T —19 K 30 —10 | 100 — 400 Myr
Equiparticdo Matéria-Energia Escura ~ 3 61 K ~ (0,4 ~ 9 Gyr
Hoje ~2 725 K 0 ~ 13,8 Gyr

Em sintese, imediatamente apds o Big Bang, o universo caiu numa era, chamada
era de Planck, sobre a qual nao se tem nenhuma informagao, pois para isso é necesséaria
uma teoria quantica da gravidade. Em seguida, acredita-se que ele sofreu uma expansao
abrupta — a inflacdo, assunto principal deste trabalho — que diluiu toda sua energia e
curvatura, tornando-o praticamente plano, isotrépico e homogéneo. Nesta mesma época,

todas as interagoes fundamentais (exceto a gravidade) encontravam-se unificadas (GUT’s).

Ap6s isso, quando a temperatura do universo caiu para ~ 10* K, houve uma breve
época de aniquilagao entre particulas e anti-particulas, a bariogénese, que deu origem a
razao foton-barion, ny, ~ 1079, e também o desacoplamento da interagao eletro-fraca,
onde as particulas adquiriram massa pelo mecanismo de Higgs, levando a uma mudanca
drastica na forca da interacao fraca, o que resultou na formacao de mésons e dos barions.
Em algum momento entre a transicao quark-hadron e o desacoplamento dos neutrinos
acredita-se que tenha ocorrido o freeze-out e desacoplamento das particulas de matéria

escura.
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Ligeiramente ap6s o desacoplamento dos neutrinos, a aniquilacao elétron-positron
criou um ambiante propicio a formacao dos elementos quimicos leves, periodo conhecido
como nucleossintese primordial, trés minutos (aproximadamente) apés o HBB. Entre-
tanto, devido a temperatura ainda ser muito alta nesta época (~ 10® K), a energia dos
fotons era diversas vezes maior que a energia de ligacao do atomo de hidrogénio e isso
inviabilizou a formacao de parte do hidrogénio primordial. Somente quando o universo
atingiu uma temperatura da ordem de 3800 K, ha 380 mil anos, ja no dominio da matéria,
a energia dos fétons caiu o suficiente para que os atomos de hidrogénio fossem recombi-
nados (recombinagao), tornando o universo praticamente neutro. Em seguida, os fétons

foram desacoplados do plasma primordial e o universo se tornou transparente.

A principal consequéncia da dissociacao dos fétons do plasma primordial foi a
formacgao do fundo césmico de radiacao, a RCF, com o espectro de um corpo negro quase
perfeito, resultante da tltima superficie de espalhamento (derradeira vez em que os fétons

foram espalhados pelos elétrons via espalhamento Compton).

Apds a recombinacao, os fotons da RCF cairam no regime de Wein da radiacao
de corpo negro (comprimento de onda préximo de 4,6 pm) e como o redshift cosmologico
vai do infravermelho as micro-ondas, um observador hipotético nesta época observaria
apenas um brilho uniforme que ficaria cada vez mais escuro a medida que o tempo fosse
passando. Por isso, essa época é denominada de idade das trevas. O universo permaneceu
assim até o colapso das primeiras estruturas, em Z ~ 15. A partir dai, o gas que se
resfriava no interior dessas estruturas se fragmentou e formou as primeiras geragoes de
estrelas, que comecaram a emitir uma imensa quantidade de energia ultra-violeta. Este

periodo é conhecido como reionizacao, ou fim da idade das trevas.

Finalmente, na histéria recente do universo, quando o mesmo atingira uma tem-
peratura de aproximadamente 3,61 K — cerca de 5 bilhGes de anos atras —, a componente
de energia escura passou a dominar o universo, fazendo-o evoluir para um regime de ex-
pansao acelerada. Sé apos essa transigao de fase (matéria/energia escura) é que foram
formadas as estruturas mais complexas, conhecidas como galdxias, aglomerados e supera-
glomerados de galdxias, observadas hoje. Sabe-se, atualmente, que o universo tem cerca

de 13,8 bilhoes de anos de idade e uma temperatura média de 2,725 K [15, 45, 46].
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Perturbacoes Cosmoldgicas

Como pudemos constatar, ha poderosas evidéncias de que o universo primordial
foi surpreendentemente homogéneo e isotrépico, em todas as escalas, com respeito a es-
trutura do espaco-tempo e a distribuicao do seu material. Embora incrivelmente boa,
esta descricao do mundo onde vivemos é, claramente, uma idealizacdo. A presenca de
grandes estruturas completamente nao lineares como galaxias, aglomerados e superaglo-
merados de galdxias e das inomogeneidades de uma parte em 10°, gravadas na RCF desde
a era da recombinacao, sugerem que devem ter existido pequenas flutuagées em torno
do fundo isotrépico FLRW, que foram amplificadas devido a instabilidade gravitacional

local, também conhecida como instabilidade de Jeans [4, 6].

Uma teoria para pequenas perturbacoes cosmolbgicas pode ser desenvolvida no
contexto da gravitagdo newtoniana. Isto foi feito pioneiramente por Bonnor [47], em 1957.
No entanto, em tal modelo, ha diversas limitagoes conceituais, principalmente quando
nos aproximamos do horizonte de Hubble [48]. Um olhar mais preciso e sofisticado da
gravidade, e consequentemente das perturbagoes, é fornecido pela Teoria da Relatividade

Geral (TRG), de Albert Einstein [42, 49].

A TRG ¢é muito bem testada por fisicos e astronomos de todos os lugares do
planeta, sendo a mais bem aceita pela comunidade cientifica se tratando de gravitacao.
Tanto é que toda a Cosmologia padrao FLRW, desenvolvida no capitulo anterior, se baseia
em sua explicacao da gravidade. Matematicamente, nosso trabalho se resume, entao, a
perturbar as equagoes de campo de Einstein e obter as equagoes de movimento resultantes,

conectando as flutuacoes na métrica, g,,,, com as da matéria, 7),,.

30
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Entretanto, desse procedimento, surgem dois problemas fundamentais: além das
variaveis descrevendo o material no universo, sao necessarias dez func¢oes independentes
para descrever as perturbac¢oes no campo gravitacional. O segundo, um pouco mais sutil,
surge devido & uma liberdade residual na escolha do sistema de coordenadas. A isto
denominamos um problema de gauge. Nomes importantes, que deram inicio a construcao
da teoria relativistica das perturbagoes cosmolégicas, sao: Lifshitz [50], Khalatnikov [51],
Hawking [52], Olson [53], Harrison [54], Nariai [55], Sakai [56] e Press e Vishniac [57].
Em seguida, em 1980, o cosmélogo J. Bardeen deu sua enorme contribuicao, encorpando

a teoria relativistica das perturbagoes o formalismo gauge-invariante [58].

No mais, salientamos que s6 consideraremos as perturbagao lineares, pois estamos
interessados em pequenos desvios do fundo isotrépico FLRW, o qual chamaremos a partir
de agora de background. Para tanto, nos basearemos principalmente nos textos classicos
de Mukhanov, Feldman e Brandenberger [43] e Kodama e Sasaki [59]. Outras literaturas
também consultadas foram Baumann [60], Riotto [61], Piattella [62], Hadmalainen [63],

Peter [64], Kurki-Suono [65] e Malik e Wands [66] .

3.1 Perturbando as Equacoes de Einstein

Como ja mencionamos, o universo real em que vivemos inclui pequenas flutuagoes
entorno do background. No ambito da teoria relativistica de perturbacoes lineares, uma
estratégia natural de explicitar as flutuagoes 0.X de uma quantidade X, qualquer, que
depende do tempo e das coordenadas espaciais, é através da diferenca entre o seu valor

no universo real e a sua parte backgroung, homogénea, X. Ou seja:
0X (ta') = X (ta7) = X (t). (3.1)

Dessa forma, o valor desta quantidade fisica no universo real (perturbado) sera dado pela

soma X (t,2') = X (t) +0X (t,2%), de tal forma que podemos identificar as perturbacoes,
60X (t,2%), como a série de poténcias

5X (1) = 3 0%, (10f) (3.2)

n=1
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onde o subscrito n denota a ordem da perturbacao e ¢ é um parametro real pequeno

[63, 66]. Assim, podemos reescrever as equagoes de campo de Einstein como
Gl + Gl = 8nG (Tl + 0TV, (3.3)
resultando para as perturbacoes,

SG" = 8rGST". (3.4)

No que segue, deveremos computar as perturbagoes no tensor de Einstein e no
tensor energia-momentum, separadamente, e depois junté-los via (3.4) e assim obter as

equagoes de movimento linearizadas sobre o background FLRW.

3.2 Perturbacoes da Métrica

Conforme estabelecido pela regra (3.1), podemos explicitar a métrica completa

(parte homogénea mais parte perturbada) do universo perturbado pela soma

G = g;w + 6guu7 (35)

onde g,, é a métrica background (2.5) e dg,, sdo pequenas perturbagdes em torno da
métrica FLRW. Como essas perturbacoes sao muito pequenas, tais que [0g,,| < |guw/, a
consideragdo somente de termos lineares é uma aproximacgao extremamente boa. Assim,

o elemento de linha no universo perturbado pode ser expresso por:
ds® = g, datdx” + 8g,,dz"dz” . (3.6)

Devido a eminente homogeneidade e isotropia do background, as partes escalares, vetoriais
e tensoriais das perturbagoes lineares encontram-se desacopladas e, portanto, evoluem
independentemente uma das outras. O procedimento que nos mostra que isso é verdade
foi introduzido por Evgeny Lifshitz, em 1943, e é conhecido como a decomposicao escalar-

vetorial-tensorial (ou, simplesmente, decomposi¢gao SVT) [50].

Para compor os modos escalares introduziremos as quatro fungoes linearmente
independentes ¢, ¥, B e E. Em geral, podemos construir vetores tomando-se o gradiente

de escalares e tensores derivando-os covariantemente duas vezes ou multiplicando-os pela
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métrica espacial background, 7;;. Assim, uma alternativa que surge naturalmente é definir

—2¢ By,

, (3.7)
By -2 (¢%’j - E|2’j)

8g) = a®(7)

onde a notagao “|i” no subindice significa a derivada covariante com relagao as coordenadas
espaciais 2’ [43]. Na linguagem do formalismo (3 + 1), a perturbagao ¢ é conhecida como
funcao lapso e ¢ é a perturbacao da curvatura, pois nos permite escrever o 3-tensor de

Ricci para a métrica (3.7) numa forma extremamente simples [59].

Em seguida, os modos vetoriais sao construidos inserindo-se os 3-vetores S; e Fj,

de tal forma que suas divergéncias sejam nulas, i.e.,
S =F"=o. (3.8)

Estas restrigoes nos garantem que as perturbacoes S; e F; sao, de fato, vetores puros, com

nenhuma parte escalar. Definimos, entao, as perturbacoes vetoriais como

) ) 0 S;
09, = a” (1) ) (3.9)
Si (Fuy+ Fy:)
E importante ressaltar que, sob uma rotacao 3-dimensional espacial, a componente 0900

se transforma como um escalar. Portanto, é necessario que & g(()g) =0.

Por fim, para construirmos as perturbagoes métricas tensoriais, consideraremos
apenas o 3-tensor simétrico, h;; = hj;, de tal maneira que seus trago e divergéncia sejam
nulos, ou seja,

hi=0 e hli=0 (3.10)

De forma similar a anterior, essas restrigoes garantem que a nossa perturbacao tensorial
nao contenha pedagos que se transformem como escalares ou como vetores. Também, para
preservar a simetria por rotagdes 3-dimensionais espaciais, devemos ter dg;o = dgo; = 0,
uma vez que essas componentes se comportam como vetores. Assim, definimos os modos

tensoriais das perturbacgoes simplesmente como

0 0
5933 =a* (1) . (3.11)
0 hij
Uma vez estabelecidas as perturbagoes da métrica, acima, estamos prontos para

reescrever o elemento de linha perturbado (3.6) em termos das varidveis perturbativas
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introduzidas. Isto equivale a escrever [6]
ds* = a* (1) {— (1+2¢)dr* + 2B;ds'dr + [(1 — 2¢) vij + 2E4] dxidxj} , (3.12)
onde as perturbacoes definidas por

1 1
Bi=B;+S; e E;=Ey;+3 (Fij + Fye) + Fhis (3.13)

sdo denominadas o vetor deslocamento e o tensor de cisalhamento, respectivamente [60].

Contando o nuimero total de fungoes utilizadas, temos: quatro para perturbagoes
escalares, quatro para vetoriais (um 3-vetor tem trés componentes independentes e ha uma,
restrigdo para cada) e duas para tensoriais (um 3-tensor simétrico possui seis componentes
independentes e ha quatro restrigoes), totalizando dez fungées independentes. De fato,

esse nimero coincide com o nimero de componentes independentes de dg,, [43].

3.3 Perturbagoes do Tensor Energia-Momento

No universo perturbado, de acordo com (3.1), a densidade (p), a pressao (p) e as
4-velocidades (u*) também podem ser fungdes das coordenadas z’. Consequentemente,
podem haver contribui¢oes devidas ao stress anisotropico, I1%, ao longo do fluido. Assim,

as perturbagoes no tensor energia-momento sao dadas pela forma geral [66]
OTH = (6p + dp) utu, + (p + p) (du'u, + utdu,) + dpot + 114, (3.14)

onde dp, dp, dut e II¥ sdo perturbacoes de primeira ordem na matéria. Sem perda de
generalidade, podemos configurar o tensor de stress anisotrépico para que seja ortogonal

as 4-velocidade e nao contenha traco espacial, i.e.,
u'Tl,, = 1! = 0, (3.15)

onde a segunda igualdade é sempre possivel desde que II¢ possa ser absorvido numa

redefinicdo de op. Assim, o stress anisotrépico ¢ o 3-tensor simétrico e sem trago II;.

Na métrica perturbada (3.12), o campo de 4-velocidades perturbado, u*, da

ut =a ! (1—¢>,vi> e u,=a(—1—¢,v;,+ B;), (3.16)
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onde v = wu'/u’. Aqui, escolhemos uy de tal maneira que a restrigio u,u” = —1 é
satisfeita, em primeira ordem. Levando (3.16) e (3.15) em (3.14), obtemos a forma final

das perturbagdes no tensor energia-momento [58, 59, 66]

—5 p+p) (v; + B;
5T o (P p)'( | )| (3.17)
—(p+p)v’ opd; + 1T}
Vemos entao que as perturbacoes nas 4-velocidades podem induzir fluxo de energia, T7,

bem como densidade de momento, T¢, diferentes de zero em primeira ordem. Usaremos

5¢' = (p+ p) (v + B?) para representar a densidade de momento.

Como hé diferentes tipos de materiais no universo (por exemplo, f6tons, barions,
matéria e energia escura), entdo temos que:

Sp= 0pr, Op=_ dp;, OS¢ =y 6q; e NV =3 T (3.18)
1 I I I

As pertubacgoes nas velocidades simplesmente nao se somam. Entretanto, as densidades

de momento, d¢*, sim. Isso foi o que nos motivou a definicao de d¢* acima.

Prontamente, a decomposi¢do SV'T pode ser aplicada as densidades de momento,

ou as velocidades perturbadas, separando-as nas partes escalar e vetorial:

0gi = 8qi + 04" ou v = v, + 0", (3.19)

i
e ao tensor de stress anisotropico, separando-o nas partes escalar, vetorial e tensorial:

1 ]‘ v v
I = (HW - 3k2n(5ij) + 5 () + 1)) + 1, (3.20)

9\l Jjli
onde o numero de onda, k, esta intimamente relacionado com os autovalores do operador
laplaciano [66]. Assim como no caso das perturbagoes métricas, exigimos que as flutuagoes

vetoriais e tensoriais na matéria tenham suas divergéncias nulas, i.e.,

50 — o _ Ok _ g (3.21)

Por fim, ressaltamos que as flutuagoes na densidade de energia podem ser de dois
tipo. Sao ditas diabéticas, caso a densidade local total (perturbada) p; de uma dada
componente I do fluido tenha o mesmo valor que no background, porém num tempo
ligeiramente diferente, 7 + 67, implicando em o7 = 6p\*? /0y = spi® /Py. Perturbagoes
nao puramente adiabaticas sao ditas possuirem modos entropicos, ou de isocurvatura.
Neste caso, 5p(f") = 0p; — 5p§ad) [60]. Em geral, perturbagoes entrépicas surgem em

modelos de inflagao impulsionada por mais de um campo escalar.
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3.4 Formalismo Gauge-Invariante

Embora a Relatividade Geral seja uma teoria covariante por exceléncia, a identifi-
cagdo de uma varidvel qualquer (métrica ou ndo) no universo real como tendo uma parte
homogénea e outra de flutuagoes, via (3.1), nao é tinica. Essa forma de abordar pequenas
perturbacoes leva a uma dependéncia particular do sistema de coordenadas. Para ser
mais claro, da mesma forma que na mecanica newtoniana a escolha de uma determinada
classe de referenciais — a dos nao inerciais — leva ao surgimento de forcas ficticias devidas
unicamente a escolha do referencial, em Relatividade Geral, isto introduz graus de liber-
dade extras, nao reais, as perturbacoes. Portanto, podem ser eliminados através de uma

transformacao de coordenadas adequada.

Do ponto de vista formal — matematico — o espaco-tempo background e o espago-
tempo fisico, real, sdo duas variedades pseudo-riemannianas 4-dimensionais distintas (em-
bora muito parecidas), imersas numa outra de dimensao maior. Portanto, as parcelas que
compoem as perturbagoes na qual estamos tratando “vivem” em dominios matematicos
diferentes, com suas préprias caracteristicas. A conexao entre estes espacos é feita através
da especificacdo de um mapa. Ocorre que, como podemos intuir, hd uma infinidade destes
mapas com os quais podemos estabelecer uma conexao axiomatica entre as variedades e,

assim, muitas formas de conectar o background ao universo perturbado.

Neste sentido, o formalismo gauge-invariante, estudado inicialmente por Sachs [67]
e Stewart e Walker [68], fornece uma solugao para o problema, tornando a teoria linear de
perturbagoes cosmolodgicas invariante sob transformacoes de coordenadas infinitesimais,
chamadas neste contexto de transformacoes de gauge. Assim, um gauge nada mais é que

um mapa entre pontos na variedade.

H&a matematicamente duas maneiras distintas, porém equivalentes, de se abordar
o problema de pequenas perturbagoes sobre o background: uma dita passiva e a outra,
ativa. Considerando a abordagem passiva, tomemos a variedade fisica quadridimensional
espago-tempo, M, e novamente a quantidade genérica X (escalar, vetorial ou tensorial)
pertencente a M. Num sistema de coordenadas arbitrario x* € M, as perturbagoes de

X num ponto p € M sao dadas por:

0X (2% (p) = X (2% (p)) — X (2 (). (3.22)
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Por outro lado, do ponto de vista de um outro referencial ¢, também pertencente a M

e diferindo apenas infinitesimalmente do primeiro, teremos:

X (3 (p) = X (i (p)) — X (3 (p)) . (3.23)

A transformacéo levando 6 X — §X ¢é denominada uma transformacao de gauge, induzida

pela mudanca de coordenadas infinitesimal x® — 2.

Em seguida, é razoavel supor que os referenciais x® e T sdo conectados pela
seguinte lei de transformacao:

¢ = 3% ="+, (3.24)

onde £“ é um 4-vetor infinitesimal definido em M. A aplicagdo dessa transformagao de

coordenadas induz a mudanca em 0.X dada por
0X = 6X = 06X + LeX, (3.25)

onde L¢ X ¢ a derivada de Lie da quantidade X na direcao do vetor £. Vemos entao que
nossa perturbacao sé sera invariante sob (3.24) se L = 0. De acordo com o lema de
Stewart-Walker, s6 ha trés possibilidades disso acontecer: ou X é identicamente nulo, ou
um campo (escalar, vetorial ou tensorial) constante ou uma combinagao linear de produtos
de 0¥ com coeficientes constantes [49]. De fato, sob (3.24), teremos:
60X - 606X = 6X —X'¢°,
0XF' = 0XF = XM+ XY = X[¢Y, (3.26)
OXE — 0Xl = XL+ X0 — X — X)) ¢,

caso as nossas perturbacoes sejam escalares, 4-vetoriais ou 4-tensoriais, respectivamente.

Voltando para o 4-vetor £ = (£°,&), considerado na transformacgio de gauge
acima, podemos decompor sua parte espacial, £, na soma de um 3-vetor transversal fftr)
e um longitudinal. A componente transversal tem divergéncia nula e a parte longitudial

rotacional nulo, portanto é gradiente de um escalar £. Ou seja,
£ =& + 774, (3.27)
onde £ e §étr) satisfazem, respectivamente,

di=¢ e =0 (3.28)
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E facil perceber que apenas as funcoes £ e ¢ preservam a natureza escalar de
(3.7), ao passo que fétr) conserva a vetorial de (3.9). Dessa forma, a maneira mais geral

de conceber uma mudanca de coordenadas que preserve a natureza das perturbacoes é:
T F=7+&° (7’, CL‘Z> e ' =3 =a"+~7¢; (7’, xl) , (3.29)

para oOs modos escalares, e

TST=T e xi—>i:i:xi+§zr(77xi), (3.30)

para os modos vetoriais. As perturbacoes tensoriais lineares sdo, por exceléncia, invari-

antes sob as transformagoes infinitesimais x* — %, portanto, livres de ambiguidades.

3.5 Variaveis Gauge-Invariantes

Aplicando-se (3.29) e (3.26) a (3.7), obtemos as seguintes leis de transformagao

para as perturbacoes métricas escalares:
=0 —HE, =9 +HE B=B+&-¢ e E=E-& (331

Consequentemente,

d=¢+al[(B-FE)d (3.32)

V=1 —H(B-E) (3.33)

sao gauge-invariantes. Estas quantidades sao conhecidas como os potencias de Bardeen

devido ao cosmologo que as propos pela primeira vez, James M. Bardeen [58].

Em seguida, aplicando-se (3.30) e (3.26) aos modos vetoriais (3.9), obteremos:

Consequentemente,

é a unica combinacao invariante para as variaveis descrevendo as perturbagoes vetoriais
da métrica. Como ja mencionamos, os modos tensoriais definidos até primeira ordem sao

invariantes por natureza. Significa entao que h;; = h;;.
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Além disso, de posse do caso tensorial de (3.26) e das transformagoes escalares
(3.29), podemos obter facilmente as seguintes combinagoes gauge-invariantes do tensor de

Einstein para este tipo especifico de perturbagoes:

SGE° = G+ (GS) (B - E), (3.36)
. — 1~

SGU = 6GY+ (GY - SGL) (B - B, (3:37)

0GP = 66+ (GE) (B-E). (3.38)

Por simetria das equacoes de campo, as perturbagoes gauge-invariantes do tensor energia-

momento possuem exatamente a mesma forma das flutuagoes no tensor de Einstein.

Seguindo um raciocinio idéntico ao anterior, encontramos algumas combinagoes

invariantes de calibre para as variaveis descrevendo as flutuagoes no contetido material.

Sao elas:
6pY) = 6p+p(B-E), (3.39)
opY) = Sp+p (B-E), (3.40)
5¢9) = sq—(p+p)(B-E). (3.41)

A partir de (3.26), verifica-se que a parte vetorial da densidade de momento, 5%@)’ nao
muda quando passamos de um sistema de coordenadas para outro. Também, pelo mesmo

motivo que h;j, o stress anisotrépico (II;;) é invariante sob uma transformagao de gauge.

R
Conforme dito anteriormente, as perturbacoes escalares gauge-invariantes do tensor

energia-momento sao, por simetria, definidas como:

TP = 019+ (19) (B - ), (3.42)
. _ 1-

57";(91)0 — 5TZO + (T(? _ 3T]f«‘> (B — E,)Ii’ (343)

ST = T+ (T}) (B - B, (3.44)

onde os super-indices “g:” significam “gauge-invariante”.

Haja vista a liberdade na escolha do gauge alguns calibres, como o longitudinal e o
sincrono sao frequentemente reportados na literatura. O longitudinal, também chamado
de newtoniano conforme, é obtido configurando-se B = F = 0 e o sincrono, ¢ = B = 0.

Outros gauges conhecidos sdo o espacialmente plano (1) = 0) e o comével (v' = B = 0).
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Como podemos imaginar, é possivel também construirmos quantidades invariantes
de gauge a partir da combinacgdo das perturbacoes métricas com as da matéria. Algumas
destas varidveis sao a perturbagao da curvatura comével (R) e a perturbagao adiabética

da densidade (().

A perturbacdo da curvatura escalar intrinseca de Ricci em hiper-superficies de

tempo constante é dada, em termos de ¢, por [66]:
0O R =472 (V? + 3K) . (3.45)

Acontece que 1 é dependente do gauge, portanto §®R também é. Entretanto, num
referencial comével, a expansdao de Hubble é isotropica, logo nao ha fluxo de energia
medido por estes observadores. Consequentemente, teremos dq,, = dq + (p +p) £° = 0,
onde d¢g,, é a densidade de momento comével. Substituindo £° dessa tltima relacio na

transformagao de ¢, em (3.31), concluimos que

H
(7 +p)

R=1— 5q (3.46)

¢ gauge-invariante. Por construcao, R representa o potencial gravitacional em hiper-

superficies comdveis, ou seja, com densidade de momento dg = 0 [61].

De forma similar, se considerarmos hiper-superficies de densidade uniforme, tal que
8punip = 0p — p'€° = 0, a substitui¢do imediata de £° em 1 nos garante que a quantidade

op

—(=u+H (3.47)

é gauge-invariante. Comparando-se as expressoes (3.47) e (3.46), vemos que a relagdo

entre as perturbagoes da curvatura comovel, R, e adiabatica da densidade, (, é dada por

0Pm

!

—(=R+H (3.48)

onde 6p,,, = dp — 3Hdq é a perturbagao da densidade comével, também gauge-invariante.

Como veremos a seguir, R e —( sdo iguais no limite de grandes comprimentos de
onda k/H — 0. Além disso, considerando-se apenas perturbagoes adiabaticas (5p(e”) =0),
ambas sdo conservadas nestas escalas [69]. Isto é de suma importancia, pois, assim como
a escala de Planck, o horizonte de Hubble é um fronteira conceitual da Fisica contempo-

ranea, nao sendo possivel para nos, hoje, prevermos o que acontece nessas escalas.
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3.6 Equacoes de Einstein

3.6.1 Perturbacoes Escalares

Considerando a perturbagao das equacoes de campo em sua forma invariante,
SGUIH = 8rGHT9)E, com os tensores de Einstein e energia-momentum calculados em
termos das quantidades ®, W, §p99, §pl9) e §¢\99 descobrimos que as perturbacoes esca-

lares da métrica estao relacionadas com as do conteiido material no universo via [6, 59]:

SH(HD + ) + K2V — 3KV = —4nGa?5p'9?, (3.49)

HO + V' = —4xGa6q'9?, (3.50)

(2H +H?) ® + HY + W' 4 2HY — KV = 4nGa? (5p<gi> - §k2ﬂ> . (351)
-0 = —8rGa’IL (3.52)

As restri¢oes nas densidades de energia (3.49) e de momento (3.50) podem ser combinadas
para darem a generalizacao da equacao de Poisson, k*¥—3K V¥ = —4nwGa?p,,, nos levando
a interpretar ¥ (7, ") como sendo a generalizagio relativistica do potencial gravitacional
newtoniano. Vemos também que, na auséncia de stress anisotropico, a equagao i # j nos

diz que ¥ = &, simplificando as demais equagoes.

3.6.2 Perturbacoes Vetoriais

Para as perturbagoes vetoriais, ha apenas duas equagoes de movimento relevantes
(ndo triviais) relacionando as perturbagdes métricas as do conteido material [43, 59, 64],

ou seja:

(K —2K)Vi = 167Gaiq”, (3.53)

ilg jli

(Vi = Vi) +2H (Vi + Vi) = 167Ga? (1) +11)). (3.54)

Na auséncia de stress anisotrdpico, cenéario cosmoldgico mais relevante, a equagao (3.54)

2 indicando que esses modos devem desaparecer muito

nos leva a solucao exata V; o< a~
rapidamente conforme o universo se expande. Observacionalmente, ja estd bem claro que
as perturbagoes vetoriais sao insignificantes desde a época bem conhecida da nucleossintese

primordial, quando Zgpy ~ 3 x 108. Destarte, podemos ignora-las sem nenhuma perda.



Capitulo 3. Perturbagoes Cosmoldgicas 42

3.6.3 Perturbacoes Tensoriais

Para as perturbacoes tensoriais, as equagoes de campo de Einstein se reduzem a
uma tnica equacao de movimento descrevendo a evolucao desses modos perturbativos no

espaco-tempo. Em termos de h;; e da parte tensorial de 11,5, esta equacao é expressa por
t
Wy + 2Hh; + (K + 2K) hyy = 167Ga®T1{, (3.55)

onde o stress anisotrépico é geralmente definido como zero, em virtude das observacoes
[6, 59, 64, 69]. Além disso, como discutido no capitulo anterior e, posteriormente, no
modelo inflacionario, temos razoes de sobra, tanto observacionais quanto tedricas, para

definir a curvatura da segao espacial do universo como sendo estritamente plana (K = 0).

Por outro lado, uma perturbagao tensorial arbitraria pode ser decomposta nos
auto-modos do laplaciano espacial, VZ?e;; = —k?e;;, nos conduzindo & seguinte relagao:

hij = h(T) el(;-r’x) (x%). Substituindo esta expressao em (3.55), obtemos a equagao

R +2HK + k*h =0, (3.56)

descrevendo a propagacao de ondas gravitacionais primordiais no universo primitivo, com

amplitudes de oscilagdo h (1) e dois possiveis estados de polarizagao do graviton, + ou x.

A solugao exata da equagao (3.56), no limite de grandes comprimentos de onda

(k < H), é dada por
dr

h=Cy+Cy / - (3.57)

onde (' e (5 sao constantes de integracdo a se determinar a partir das condig¢oes inici-
ais e o segundo termo da solucao pode ser considerado como um modo de decaimento.
Isto significa que, em escalas superiores ao raio de Hubble, as perturbagdes h se tornam

constantes, compartilhando das mesmas vantagens de ¢ e R [69].

Diferente dos modos escalares, que podem ser notados através das flutuagoes de
temperatura na RCF, os modos tensoriais ainda nao foram observados. Isto é um problema
para o modelo inflacionario, pois apesar das ondas gravitacionais primordiais geradas pela
inflacao se deteriorarem com a expansao do universo, estima-se que suas amplitudes devem
ter sido grandes o suficiente, na época da recombinacao, para deixarem suas impressoes

nos modos B de polariza¢ao da RCF [62].



Capitulo 3. Perturbagoes Cosmoldgicas 43

3.7 Caracterizacao das Perturbacoes

Em um dado instante ¢, fixo, podemos caracterizar as perturbac¢des no universo
especificando-se a distribuicao espacial do potencial gravitacional ¥ ou, equivalente-
mente, das flutuacdes na densidade 5p9% /5. Evidentemente, isto também pode ser feito

utilizando-se varidveis que estejam relacionadas a estas duas; por exemplo, ¢ ou R [6].

Por outro lado, de acordo com o nosso entendimento fisico atual, o universo teve
uma origem quantica, cuja qual ndo podemos descrever precisamente devido a falta de
uma teoria quantica da gravitagao. Como efeito, as equacoes de evolugao deduzidas neste
capitulo s6 sao validas bem apds as perturbagoes atingirem a escala de Planck, quando
a gravidade se torna formalmente classica. Isto significa que precisamos arranjar outra
maneira igualmente apropriada e eficaz de estabelecer as condi¢Oes iniciais a partir das

quais estas perturbagoes passaram a evoluir [62].

Ademais, como todo fendmeno de natureza quantica, essas perturbacoes detém um
carater probabilistico e, consequentemente, podem ser descritas estatisticamente. Como
veremos no proximo capitulo, o paradigma inflacionario faz previsdes nao sobre ¢ ou R,
mas de suas distribui¢oes de probabilidade. Mais do que isso, se a inflacao é conduzida
por apenas um unico campo escalar, entdo estas distribuigoes sdo gaussianas e tanto (

quanto R devem ser tratadas como varidveis aleatoérias [43, 62, 63].

3.7.1 Campos Aleatérios Gaussianos

Para introduzirmos a ideia de campos aleatérios em Cosmologia imaginemos que
0 nosso imensuravel universo possa ser subdividido num conjunto de grandes regices de
volume V', finito, onde uma dada configuragdo § (), dentro de uma regiao especifica,
possa ser considerada uma realizacdo de um processo completamente aleatério. Como
consequéncia disso, o nimero relativo de regides onde ocorre § () é dado por uma fungao

distribuicao de probabilidade.

A expansao em modos de Fourier de § (), quando o volume da regiao vai a infinito,

¢ dada pela integracao sobre todos os possiveis valores de E,

—

§(7) = (27) 2 / e T, (3.58)
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onde g; = ap+1iby, com os coeficientes aj e by tomando valores diferentes para cada regiao.
—> z ~ . . . * . _ _
Como ¢ (Z) ¢ uma funcao real, exigimos que g j = gz, ouseja, a_p = ageb p=—bp

Isto significa que a fungao distribuicao de probabilidade (P) é a gaussiana

Plag,b) = —— o (“’5)2 e b\ (3.59)
bp) = ——=exp|—(— Xp |[— | — .
k2R ro? P o p Ok
e o valor esperado do produto dos coeficientes de Fourier vale

(ge9p) = 020 (k+ 1K), (3.60)
onde 0 <E+ E’) ¢ a funcao delta de Dirac e K =k + dk.

A dependéncia da varianca, o7, apenas no médulo de k caracteriza um processo
aleatorio gaussiano, ao mesmo tempo homogéneo e isotropico. Este é o cenario previsto
pela teoria classica inflaciondria. Além disso, no contexto das perturbagodes ¢ ou R,
utilizadas para descrever a evolucao dos modos escalares durante a inflagdo, k representa
efetivamente o nimero de onda associado a cada um dos possiveis modos de oscilagao.
Para uma analise mais detalhada, nao s6 do conceito de campos aleatérios, mas da maior

parte da estatistica utilizada na Cosmologia, o leitor deverd se dirigir a [70].

3.7.2 Espectro de Poténcia Primordial

O fato de lidarmos com campos aleatérios significa, sobretudo, que todas as fungoes
de correlagio sdo inteiramente determinadas pela varianga, o7, da distribuigao. Além
disso, se esta distribuicao é gaussiana, entao s precisamos de dois pontos para carateriza-

la completamente. Consideremos entao a seguinte funcao de correlagdo de dois pontos,

& (T =) =(3(@)9®), (3.61)

nos dizendo o quao grande sao as perturbacoes do campo § nas diferentes escalas k. No
caso homogéneo e isotrépico, §; depende apenas da distancia entre os pontos Z e ¥, ou
seja, { = &; (r), onde r = |Z¥—y]. Substituindo (3.58) em (3.61) e considerando a isotropia

de g, obtemos

& (r) = [ d(nk) Py (k) ™, (3.62)
onde a fun¢ao definida por
4k
Py (k) = — 02, (3.63)

(2m)”
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com o2 = |g|?, é denominada o espectro de poténcias de § (7). Frequentemente, se define

P; de uma forma diferente, porém totalmente consistente com (3.63), dada por
(01 395 10) = (27)° 5 (K + &) |95/, (3.64)

onde |0) é o estado de vacuo quéntico do sistema [61]. A partir de qualquer uma destas
defini¢oes, concluimos que os espectros de poténcias associados aos modos escalares e

tensoriais das perturbagoes cosmologicas sao dados por

4rk3 4 k3
Py = RI? Pr =2
(27r)3| e Pr (27)°

respectivamente, onde o fator 2 em Pr esta diretamente relacionado ao fato de existirem

|2, (3.65)

dois estados possiveis de polarizacao (+ ou X ) para o graviton.

Finalmente, uma quantidade observacional extremamente importante, neste con-

texto, é a chamada razao tensor-escalar, definida como
Pr
P,

(3.66)

r

Como os modos tensoriais nao foram observados, ainda, dispomos apenas de um limite

superior (rgnp2 < 0,06), estimado recentemente pela Planck collaboration 2019 [40].

3.7.3 Indice Espectral

Uma maneira muito 1atil de avaliar se os espectros de poténcias em (3.65) sao
invariantes de escala é através dos parametros n, e ny, denominados indices espectrais.

Genericamente, temos que

In (Z) _ [(ns N ;ddlzsk In (:) +-. 1 In (:) (3.67)

PT o 1 d?’LT k k
()bt (). o

onde A, e Ar sao as amplitudes espectrais, relacionadas a escala de energia da inflagao,

e k, ¢ uma escala pivo, usualmente tomada como sendo 0,002Mpc~t ou 0,05Mpc! [62].
Inteiramos que apenas A, é restringido pelas observac¢oes, uma vez que nenhuma onda
gravitacional primordial fora detectada. Considerando as expressoes acima até primeira

ordem, constatamos imediatamente que

_,_dm?, dInPr
T T T amk © T Tk

(3.69)
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Vemos entao que a invariancia dos espetros com a escala estd associada a ng = 1
e ny = 0. Esta aparente assimetria tem raiz historica e até hoje nao ha nenhum registro
de possiveis adversidades. Ressaltamos que estas quantidades sao definidas num instante
especifico da evolucao das perturbacoes, na “reentrada no horizonte”, com o qual iremos

nos familiarizar no préximo capitulo, sobre a inflagdo [69].

3.7.4 Variacdo do Indice Espectral

Um espectro invariante de escala é o cenario ideal para se trabalhar. No entanto,
como discutido agora a pouco, nao é a forma mais geral a se considerar. Isto significa
que devemos investigar mais termos nas expressoes (3.67) e (3.68). Como as medidas das
anisotropias da RCF indicam uma dependéncia infima do espectro de poténcias escalar

(ns = 0,965 £ 0,004 [40]), o segundo termo da expansao ¢ seguramente suficiente.

Definimos como variagao, ou running, dos indices espectrais escalar e tensorial as

quantidades definidas por

(3.70)

avaliados no cruzamento k = H.

Como veremos a partir do préximo capitulo, estas quantidades sao de segunda
ordem nos pardmetros que definem a inflagdo. No modelo de campo tnico (inflaton), por
exemplo, espera-se que sejam muito proximas de zero. Contudo, um resultado observa-
cional muito diferente disto nao significa (“de cara”) que a inflacdo esteja incorreta, mas
que talvez hajam mais campos lhe conduzindo, ou que a gaussianidade na distribuicao das
perturbagoes primordiais nao é absoluta, cenario a ser investigado também no capitulo

sobre inflacao, em Nao Gaussianidade Primordial.
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Teoria da Inflacao

No Capitulo 2, Secao 2.8, discutimos sobre as condic¢oes iniciais do universo e os
enigmas do HBB. Os residuais problemas da planura e do horizonte estabelecem que o
universo evoluiu a partir de uma configuracao inicial bastante especifica, o que parece ser
um grave problema de ajuste fino, do ponto de vista de muitos cosmélogos. Este cenario
incerto e o grande mistério envolvendo os monopolos magnéticos acabaram ocasionando na
hipétese inflacionaria, tendo como pioneiro o cosmélogo Allan Guth, com o seu trabalho
“Inflationary universe: a possible solutions to the horizon and flatness problems” [24], de
1981. Pesquisas anteriores a de Guth ja sugeriam um modelo inflacionario do universo

primitivo. Um resumo bastante esclarecedor destes estudos encontra-se em [71].

Hoje os problemas da planura, horizonte e monopolos magnéticos nao sao encarados
como defeitos irreparaveis do HBB, pois as condigoes iniciais exigidas para o universo
primordial ndo sao impossiveis de serem realizadas e os monopolos podem ter desaparecido
(ou nunca existido) a partir de outros mecanismos. Ha algum tempo percebeu-se que a
inflacdo césmica tem um propdsito muito mais interessante: explicar a origem fisica das

flutuacoes na RCF e, consequentemente, a formagao das estruturas [6, 61].

Sabe-se que as flutuacoes primordiais descritas no capitulo anterior foram decisivas
na formacao de estruturas como galaxias, aglomerados e superaglomerados de galaxias,
observadas hoje [19, 72]. No entanto, o modelo cosmoldgico padrao nao fornece uma
explicagdo para sua origem fisica. Convenientemente, foi mostrado (ver [73]) que a inflacao
de Guth é capaz de produzir tais perturbagoes, que, ao cruzarem o raio de Hubble, sdo

congeladas e convertidas em “sementes primordiais” [6, 43, 60, 61].

47
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Neste sentido, iremos apresentar um panorama das principais ideias envolvendo o
paradigma inflacionario classico, mostrando como uma fase de evolucao quase de Sitter,
fracoes de segundo apds o Big Bang, gera flutuagdes métricas no espago-tempo que, por
sua vez, perturbam o conteido energético agregado, dando origem as inomogeneidades
observadas na RCF. Como um spin-off, solucionamos os pseudo-problemas da planura,
do horizonte e também do monopolo magnético, permitindo ao universo evoluir a partir
de condigoes iniciais genéricas [60]. Além disso, a inflagdo também fornece uma previ-
sao testavel do espectro de poténcia gerado pelas flutuagoes e prevé a geracao de ondas

gravitacionais primordiais [62].

Mergulhando ainda mais nesta hipotese, a ideia central da inflagdo consiste em
atribuir ao universo primordial uma fase de expansao acelerada, onde a gravidade agiu
repulsivamente. Nesta época, a taxa de expansdo, H (t), se manteve aproximadamente
constante, levando a um crescimento exponencial, abrupto, do fator de escala (~ 10%
vezes para o caso em que o tempo de expansdo caracteristico, H~', é ~ 1073¢ 5) e um

espectro de poténcia primordial quase invariante de escala [4, 6, 15, 17, 24].

Uma gravidade repulsiva pode ser realizada a partir das propriedades do vacuo
quantico. Guth percebeu que a expansao exponencial poderia ser produzida por um
campo escalar (particulas de spin-0) preso num estado de vacuo falso devido ao super-
resfriamento do universo. Assim, a alta densidade de energia do vacuo falso poderia
agir como uma constante cosmoldgica (A), com sua pressao negativa e equacao de estado
constante. No entanto, isto leva a um universo conhecido como “de Sitter” [5], com idade
infinita, altamente plano e vazio, destruindo todos os sucessos da Cosmologia padrao.

Este modelo é conhecido como “velha inflagdo” [63].

Por outro lado, um campo escalar minimamente acoplado a gravidade e rolando
lentamente em dire¢ao & um minimo global do potencial (Figura 4.1), fornece exatamente
a inflacdo que desejamos. Uma opgao bastante atraente é, portanto, o campo de Higgs,
responsavel por conferir massa as particulas elementares do modelo padrao. No entanto,
este campo ¢é incapaz de gerar as inomogeneidades presentes na RCF. Nosso melhor pal-
pite é que a inflacdo foi dirigida por um campo escalar denominado Inflaton [74]. Este
regime de inflagdo é conhecido como “slow-roll” (ou “nova inflagdo”, em contraste a “velha

inflagdo”) e se deve principalmente & Linde [25] e Albrecht e Steinhardt [26].
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Figura 4.1: Tlustracao grafica do novo cenario inflacionario de Linde. A inflacdo inicia
quando o potencial V (¢) do inflaton domina sobre o termo cinético, no ponto ¢y g, €
termina quando esta parcela da energia mecanica total torna-se comparavel a da energia
potencial, em @,,4. Proximo ao final do percurso, as flutuagdes quanticas ¢ do campo se
transformam nas inomogeneidades da RCF e no reheating (reaquecimento), a densidade

de energia do inflaton é convertida em radiacao.

8 -,

\/ -

YcMB Pend reheating
- —
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Fonte: Baumann (2012)

Neste contexto, uma definicdo decente para a inflacao é que trata-se de uma época
bem proxima ao Big Bang, quando a densidade de energia do vacuo foi, por um breve
periodo, dominante sobre as demais formas de energia, fazendo com que um pequeno patch
homogéneo esticasse abruptamente e se tornasse o universo observavel que conhecemos.
Consequentemente, as flutuagdes quanticas do inflaton sao levadas para fora do horizonte
de Hubble e congeladas, tornando-se posteriormente as estruturas cosmicas observadas
hoje. Conforme o potencial do inflaton rola e atinge seu minimo global, a inflacao termina

e o universo segue com sua evolu¢do FLRW padrao [61].

Uma alternativa a inflacao é conhecida como as “Bouncing Cosmologies”, que
sugerem um universo eterno e cujo desdobramento é marcado por trés fases de evolugao
caracteristicas: uma fase de contragao lenta seguida de uma expansao, intercaladas por
uma fase de salto. Os detalhes fisicos destes modelos sao governados pela Cosmologia
quantica e os principais estudos envolvendo estes cenarios nao triviais sdo decentemente

revisados em [75] e [76].
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4.1 Resolvendo os problemas do HBB

Conforme dito anteriormente, uma forma muito elegante de resolver os enigmas do
HBB é assumindo que, num passado muito distante, o universo foi dominado pela densi-
dade de energia do vacuo quantico. Isto é o mesmo que assumir p e H aproximadamente
constantes durante este periodo, denominado inflacao. Esta situacao corresponde a um

universo dominado pela constante cosmoldgica, A, com py, = —p, e solucao
a(t) = aeft=te), (4.1)

onde t. é o instante final da inflacdo e H é avaliado durante o periodo inflacionario.

Evidentemente, a. = a (t.). Assim, substituindo (4.1) em (2.40), obtemos
dy (t) ~ H' (e = 1) (4.2)

. Isto significa que, durante a inflacao, o horizonte de particulas cresce exponencialmente,
enquanto que o de Hubble, H~!, permanece aproximadamente constante. Assim, regides

que hoje nao estdo em contato causal, poderiam estar durante o periodo de inflagao [61].

O problema da planura também é resolvido com esta solugao. Assumindo que no

inicio do periodo inflacionario Q2 — 1 ~ O (1), entao

1
Q- 1| ~ We”f(taﬂ. (4.3)

Assim, temos que [2—1| — 0 quando t — oo (hoje). Isto significa que qualquer curvatura

presente no universo primordial é anulada com a expansao exponencial da inflagao [63].

A solugao acima também resolve os problemas do monopolo magnético e o das
perturbagoes iniciais. De um lado, a expansao drastica do fator de escala produzida pela
inflacao dilui qualquer particula reliquia produzida anteriormente, pois suas densidades
sao reduzidas muito mais rapidamente que a de A no universo; convenientemente, é ne-
cessario menos inflagdo para resolver este problema que para os outros [17]. De outro,
flutuacoes quanticas no inflaton sdo esticadas para escalas galacticas e extragalacticas
durante a inflacdo, mantendo suas amplitudes quase que inalteradas. Assim, a inflagao
fornece uma origem microfisica para as estruturas nas mais vastas escalas do universo.
Além disso, o espectro de perturbacoes gerado a partir do mecanismo de inflagdo nao é
muito sensivel a um determinado cenario inflaciondrio em especifico. Por este motivo,

podemos fazer previsoes bastante robustas para o espectro da RCF [6].



Capitulo 4. Teoria da Inflacao 51

4.2 Dinamica Classica da Inflacao

Tendo em vista o éxito na se¢do anterior, nossa missao agora é obter a solucao
(4.1) por meio dos mecanismos plausiveis da Fisica. Como ja adiantamos, isto pode ser
feito tomando-se emprestado o conceito fundamental de campo da Fisica moderna de
particulas. No contexto da inflacdo, introduzimos o campo escalar inflaton, minimamente

acoplado a gravidade e caracterizado pela agao [4, 6, 15]

S = / BSO;QSO;a -V (90) \/—_gd:U4, (4-4)

onde V () é a energia potencial associada & ¢ e /—gdz* é o elemento de hiper-volume
no espago-tempo curvo quadridimensional relativistico. O correspondente tensor energia-
momento é expresso por

. 1
T# = 90’“90;,, - 590’ Pia + vV (90) 557 (45)

lembrando que o simbolo ponto e virgula indica a derivada covariante com respeito as
coordenadas do espago-tempo quadridimensional relativistico. Esta descri¢ao nos leva as

respectivas relagoes para as densidade e pressao (backgrounds) para o inflaton:

L2
202 (@) +V, (4.6)
L 2
242 (¢)" = V. (4.7)
Substituindo as expressdes acima na equagao (2.21) e tendo em vista o principio
de conservagdo da energia, V, T, obtemos as seguintes equagoes backgrounds para a
dindmica do inflaton: a equagao de Friedmann,

G

H? = 3m2, 202 @) +V (o), (4.8)

e a equagao de Klein-Gordon,
@ +2HE +a’V, =0, (4.9)

onde a massa de Planck estd relacionada com a constante universal da gravitagdo via
m%, = he® /G e V., = dV/dyp, com h representando a constante de Dirac (ou de Planck
reduzida) e c é a velocidade da luz na auséncia de interacao. Vale destacar que utilizamos

h =c =1 e descartamos o termo de curvatura em virtudade das observagoes.
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Em seguida, a condigdo para expansao acelerada, p + 3p < 0, implica em termos
uma parcela cinética sempre menor que a potencial, i.e., (@) < V (¢). Destarte, para
que a inflagdo dure o suficiente, V' (¢) deve ser suficientemente plano (ver novamente a

Figura 4.10) [63]. Matematicamente, isto implica em assumir

1
S (@) <V(p) e |9 <2H|F], (4.10)

conhecidas como as condigoes slow-roll. A partir de (4.10), obtemos, finalmente, a relagao
desejada, p ~ —p. Portanto, durante a inflagdo, as respectivas equagoes de Friedmann e

Klein-Gorndon, governando a expansdo acelerada, sdo dadas por [69]:

N Sta’V

H? ~ e 2HP ~ —aV,. (4.11)

2
S

Na sequéncia, um modelo inflacionario especifico é parametrizado pela expansao
em série de Taylor da energia potencial do inflaton [74]. Os trés primeiros termos siao

conhecidos como pardmetros slow-roll [69], dados por

2 2
_ Mp Vm)
= —= 4.12
v 167 < V)’ ( )
2
_ mp V,W>
= — 4.1
wo= (L), (4.13)
4
o _ Mmp VoV,
& = 647r< V2 > (4.14)

A partir das defini¢bes acima, as condigoes slow-roll podem ser traduzidas simplesmente
por ey < 1 eny < 1. Em termos destas quantidades, a segunda equacao de Friedmann,

equacao da aceleragao, pode ser escrita como
H =H(1-ey), (4.15)

ficando claro, entao, que o periodo de inflagdo desejado s6 acontece para os valores ey < 1.
Uma vez que a expansao quase de Sitter s6 ocorre quando €, < 1, a equacao da aceleragao

1

acima nos diz que H = Ha™" é aproximadamente constante, nos levando, finalmente, a

solugao inflacionaria graciosa (4.1) [63].

Contudo, uma medida muito importante para o sucesso de um modelo inflacionario
é a quantidade (ou duracao) de inflagdo. Isto se faz através do que chamamos de nimero
de e-folds, representado por N e definido mediante a condigao a/a. = exp (—N) [60, 63].

Como neste periodo assumimos que H varia lentamente (nao é absolutamente constante),



Capitulo 4. Teoria da Inflacao 53

entdo o numero de e-folds antes do final da inflacao é dado por
te
N = / Hat. (4.16)
t

Usando as equagoes de Friedmann e Klein-Gordon (4.11) e depois o primeiro pardmetro

slow-roll, €y, obtemos

N (p) =~ /@d@, (4.17)

ve /26y (¥)

onde @, é o valor do campo avaliado no final da inflacao.

E possivel obtermos um limite inferior para N sem precisarmos resolver a equacio
acima. De acordo com (2.44), para que o problema da planura seja resolvido, é necessario
que tenhamos |, — 1] < 107%, onde Q. é o parAmetro de densidade no final da inflagao.

Por outro lado, a razao |2 — 1| entre os instantes inicial e final da inflagdo é dado por

H ~ e 2, (4.18)
Assumindo que [Q; — 1| (isto é, no inicio da inflagao) é da ordem de um, entdo o niimero de
e-folds exigido para que o problema da planura seja solucionado é de N = 60. Este valor
é proximo do necessario para resolvermos o problema do horizonte. Portanto, N =~ 60
é tomado como um valor padrdo exigido para qualquer novo modelo de inflagao [69].
Além disso, as flutuagoes na RCF sao criadas aproximadamente 40 — 60 e-folds antes
do final da inflacdo. No entanto, como podemos intuir, o valor preciso destes niimeros
depende intrinsecamente da escala de energia da inflagdo e dos detalhes do reaquecimento

pos-inflaciondrio [60].

4.3 Espectro de Perturbacoes Escalares

Uma das hipdteses mais fundamentais e promissoras da teoria da inflacdo é que
o campo responsavel pela sua execucgao, o inflaton, é constituido de iniimeras flutuagoes
quanticas, da ordem do comprimento de Planck, que devido a expansao abrupta sao
esticadas para fora do horizonte de Hubble, permanecendo congeladas até o momento
de retornarem para dentro do horizonte, no que ¢ conhecido como segundo cruzamento
[43]. Estas flutuagoes seguem perturbando a métrica do espago-tempo, que, por sua vez,

perturba o conteido material agregado, gerando as flutuagdes presentes na RCF [61].
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Sendo assim, deveremos ter
p=¢+dp, (4.19)

onde ¢ (j4 conhecemos!) corresponde a porgdo homogénea (background) e dp sdo as
flutuacoes propriamente ditas, em torno de ¢, do campo inflaton. Substituindo (4.19) e
(3.7) em (4.5), depois comparando o resultado com (3.17) e, por fim, considerando apenas

os termos lineares em d¢, obtemos:

op = a[@ (0 — F¢) +a’V,ie), (4.20)
op = a|@ (04 — §'¢) — a’Vop|, (4.21)
§q; = —a 2@ 60, . (4.22)

Nao obstante, o principio de conservacao da energia implica nas seguintes restricbes para

as perturbagoes escalares lineares durante o periodo inflacionério [60, 61, 66, 69]:
50"+ 2H6Q + K [0 — @' (B — E')]| + a*Vopb0 — ¢ (30 + ¢) + 26V, =0  (4.23)

denominada equacao de Klein-Gordon perturbada. As restrigdes no campo inflacionario,
acima, contém trés varidveis desconhecidas: dp, ¢ e 1, e devem ser suplementadas pelas

equagoes escalares de Einstein (3.49-3.52).

Podemos definir um invariante para descrever as perturbagoes escalares geradas
pelo inflaton. Considerando a perturbacao da curvatura escalar no gauge espacialmente

plano, Yy = ¥ + HE® = 0, entdo a quantidade expressa por

=/
Spy = 0+ 2, (4.24)
H
¢ gauge-invariante. Em seguida, substituindo as expressoes (4.6), (4.7) e (4.20-4.22) em
(3.46), e comparando o resultado com (4.24), concluimos que

Sipy = %R. (4.25)

Na perspectiva de um universo plano, utilizando (4.24) e as equagoes escalares
de Einstein (3.49-3.52), a equacao de Klein-Gordon perturbada (4.23) pode ser reescrita
como [66, 69, 77]

8 G d 2,202
59022, + 27—[590&, + K250y + a” lv,goeo - %% (CL: )1 dpy = 0. (4.26)
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Introduzindo-se a varidvel de Mukhanov-Sasaki, v = adgy, e também z = a@' /H,
a equagao (4.26) pode ser escrita simplesmente como

"
v+ <k2 - Zg) v =0, (4.27)

conhecida como a equagao de Mukhanov-Sasaki [78, 79]. Expressando a parcela 2”/z da
massa efetiva em termos das quantidades inflacionarias relevantes, obtemos para primeira
ordem nos parametros slow-roll [80]:
7 1
— = H? (24 5ey — 3y ) ~ = (24 ey — 3nv), (4.28)
onde a segunda igualdade é obtida considerando-se que H2 ~ (1/7)* (1 + 2¢y). Assim,
podemos reescrever a equacao de Mukhanov-Sasaki, acima, como
v — 1
V" + <k2 — 7224> v =0, (4.29)
T
onde v = %4— 3ey —ny. Esta ltima relagao é conhecida na literatura como a equagao de
Bessel, cuja a solugao geral é uma combinacao linear das fungoes de Hankel de primeiro

e segundo tipo (ver Apéndice A), ou seja:
v (7) = /|7l [CLH) (kIr) + CoHE) (k|7)] (4.30)

onde os moédulos sao adicionados, pois 7 é negativo durante a inflacao e C; e Uy sdo

constantes a serem determinadas a partir das condic¢oes iniciais.

A solugdo acima s6 é importante nos limites assintoticos, k7 — —oo e kT — 0.
Impondo a condicdo inicial do vacuo de Minkowski, v — (1 / \/2k:) exp (—ikT), temos que
C1=m/2eCy =060, 61, 63, 69]. Dessa forma, podemos reescrever (4.30) como

o (7) = Tﬂg}g (kl7]) (4.31)

Consequentemente, o espectro de poténcia escalar para k > H da

Psp, (k) =~ <k>2 , (4.32)

2ma

enquanto que no limite de grandes comprimentos de ondas (k < H),

L [ I
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Um espectro de poténcia dependente do tempo para k < H, como o obtido acima,
é praticamente inutil, uma vez que as leis da Fisica sdo totalmente desconhecidas nesta
regiao. Por este motivo, é conveniente descrever as flutuacgoes escalares geradas pela
inflacdo em termos da perturbacao da curvatura comével, R, ou da perturbacao adiabatica

da densidade, (.

Considerando um universo plano, privilegiado pelas observacoes, a conservagao da

energia impoe as seguintes restrigdes sobre as perturbagoes dp e dp:
60+ 3H (5p + 0p) = k*5q + (p + p) [31// —k* (B - E’)] : (4.34)

Reescrevendo esta equacao em termos da perturbacao da curvatura em hiper-superficies
de densidade constante, ¢, via (3.47), obtemos:

5 (en) N
¢ =-H <ﬁpﬂ§ + H) , (4.35)

onde 6p(®™ é a perturbacao entrépica da pressao e ¥ é o cisalhamento escalar ao longo de

linhas de mundo coméveis, definido relativamente a taxa de Hubble conforme por
kK2 [ dq k?

s _ N 2% (kY
H:_?H{[M_(B_E)l_ 3%2{”@ H9(ﬁ+ﬁ)<H>”' (430

Portanto, desde que ¥ permanega finito, a quantidade Y /H torna-se insignificante quando

k/H < 1. Consequentemente, para perturbagdes adiabaticas fora do horizonte de Hubble,
¢ é conservada [69]. Em seguida, a partir da relagdo (3.48), da equacao de Poisson
generalizada e do background (2.21), deduzimos que

25 (k)
comprovando que para escalas k < H, as perturbagoes da curvatura comével e adiabatica
da densidade sao iguais e conservadas. Agora, utilizando as perturbacoes nas densidades

de momento para o campo escalar (4.22), obtemos

Spm =a 2 [@' (64 — @'¢) — (" — HE') oy, (4.38)

que para uma equagao de estado barotrépica, p = p(p), é proporcional a perturbagao

entropica (ou ndo adiabatica) da pressao, i.e. [66, 69,

202V
oplen) = = 85, 4.39
P 3o O (4.39)
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Esta equacao nos diz que as perturbacdes no cenario do campo escalar Unico
tornam-se puramente adiabéticas quando k/H — 0, uma vez que dp,, o k*VU, onde
¥ tem sempre um valor finito. Assim, em escalas super-Hubble, as perturbacoes R e (,

geradas pelo campo inflacionario, sdo conservadas, iguais e adiabaticas.

Por outro lado, a relagao (4.33) é vdlida por apenas algum tempo apés a saida de
Hubble, k ~ H, onde vg (em termos dos pardmetros slow-roll) varia muito lentamente
com o tempo de Hubble [69]. Assim, de (4.25) e (4.33), temos que o espectro de poténcia

escalar, primordial, vale

2 2 2
Ps = (g) P&pw ~ < 7 ) s (440)

219" ) ke

para a ordem mais baixa nos parametros slow-roll [69].

Observe que nao existe aproximacao na primeira igualdade. A condicdo e, < 1
é considerada apenas na segunda parte do calculo. Assim, considerando o espectro de
poténcia de R (sem aproximacao), o indice espetral escalar é dado, em primeira ordem

nos parametros slow-roll, por [63, 69, 77|
ns — 1 = 2ny — Gey, (4.41)
cuja variagao, oy, até segunda ordem na aproximacao, vale

oy = 16eyny — 24er, — 267 (4.42)

Para obter-se a variacao do indice espectral, acima, é 1til notar que pela regra
da cadeia, (dns/dInk),_,, = (ns/H),_,y, onde consideramos (dIlna/dInk),_ , ~ 1,
uma vez que a variagdo de H durante a inflagdo é muito pequena. Como os parametros
€y e My sao muito menores do que a unidade durante a inflagdo slow-roll, o espectro de
perturbagoes escalares gerado é aproximadamente invariante de escala (ng ~ 1). Um
espectro invariante de escala é denominado um espectro de Harrison-Zel’dovich (HZ) e
apresenta varianga constante em todas as escalas de comprimento, de modo que pequenos
desvios da invariancia sdo considerados assinaturas particulares dos modelos inflacionarios.

Consequentemente, na aproximagao slow-roll, as = 0 [60, 61, 62, 63, 69, 77].
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4.4 (Ondas Gravitacionais Primordiais

As flutuagoes métricas geradas a partir do mecanismo inflacionario, em discussao,
podem ser de dois tipos [77]: as escalares (ou curvaturas), descritas na se¢ao anterior,
e as tensoriais, sobre as quais iremos discutir agora. Um segundo aspecto importante
decorrente desta abordagem é a producao de ondas gravitacionais primordiais a partir
dos modos perturbativos tensoriais. Embora nao estejam diretamente relacionados com
as flutuagdes no contetido material do universo, as perturbagoes tensoriais contribuem

significativamente para com as inomogeneidades da RCF [81].

Na Segao 3.6.3 do capitulo anterior obtivemos a equagao de onda (3.56) para as duas
polarizagoes do graviton. Também descobrimos que a variavel descrevendo a amplitude
das perturbagoes tensoriais, h, permanece constante fora do horizonte de Hubble. Assim,
o espectro de ondas gravitacionais primordiais ¢ bem definido em termos desta quantidade.
Reescrevendo (3.56) em termos da varidvel u = ah/v/327G, obtemos:

"
u’ + <k2 - Z) u=0. (4.43)

Esta equagao é idéntica a de Mukhanov-Sasaki, trocando-se apenas 2”/z por a”/a. Em

seguida, aplicando a aproximagao slow-roll, vemos que

a v — 1
— =H2(2—e) ~ L4 4.44
LW )~ T (.49
onde vy = % + ey. Assim, podemos reescrever (4.43) na forma
" 2 vr — i

que é novamente a equacao de Bessel. A solucdo desta equagao nos limites assintéticos
importantes, e sujeita as condigoes iniciais de vacuo de Minkowski, é (4.31) com vg — vr.
Assim, o espectro de poténcia tensorial primordial (3.63), para k < H, é dado por

oS BB ()

ou ainda, tomando-se €, em primeira ordem no expoente da relagdo acima e desprezivel

em outros lugares,

4 2 4 2
Pr = 677T (H) (k)2 = 87 < H >kH (4.47)

2
mp; \2ma
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O indice espectral das ondas gravitacionais primordiais, calculado diretamente da
relagdo acima via (3.69), da

nr = —QEV, (448)
caracterizando um espectro vermelho. Consequentemente, sua variagao (3.70) vale

as = —4dey (2ey —ny) . (4.49)

Como podemos deduzir, estes parametros descrevendo as perturbacoes durante
a inflacdo ndao sao completamente independentes entre si, mas a razao tensor-escalar,
r o~ 16ey, calculada substituindo-se (4.47) e (4.40) em (3.66), ¢ proporcional ao indice
espectral tensorial, i.e.,

r = —8nrg. (4.50)

Esta é a primeira relagdo de consisténcia para a inflacdo slow-roll de campo tnico [77].
Sabe-se que esta mesma relagdo também é encontrada em modelos inflacionérios envol-
vendo “mundo-brana” [82], “dilaton” [83] e teorias de Einstein generalizadas [84]. J& em

modelos com multi-campos (por exemplo, [86, 87, 88, 100]), foi preciso modificé-la.

Resumindo o que fizemos até aqui, podemos dizer que um modelo inflacionario
slow-roll, qualquer, pode ser descrito em termos de quatro parametros: a amplitude das
perturbagoes escalares (A2), o indice espectral escalar (n,), a variagao do indice espectral
escalar (ay) e a razao tensor-escalar (r). Em geral, isso significa ter que obter apenas ng
e r. Obviamente, estes pardmetros sao restringidos pelas observacoes, o que implica no

descarte de determinadas formas de potenciais V' (¢) para o inflaton.

4.5 Modelos de Inflacao

A origem microfisica da inflagdo é ainda um mistério. Acredita-se que ela tenha
ocorrido numa escala de energia da ordem de 10*® GeV, totalmente fora do alcance dos
aceleradores de particulas construidos na Terra. Assim, qualquer descricao deste periodo
requer uma apropriada extrapolagao das leis fisicas conhecidas, nos fazendo recorrer a um
ponto de vista essencialmente fenomenologico. Neste contexto, postulamos a forma do
potencial V' () e fazemos previsdes observacionais a partir disso. Como vimos anterior-
mente, os detalhes dos espectros primordiais dependem fundamentalmente da forma da

energia potencial postulada para o inflaton [60].
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Até agora nao discutimos a forma funcional de V (¢). Sabemos apenas que do
ponto de vista da inflacdo antiga, Guth supos que o inflaton estivesse preso num vacuo
falso metaestavel e por meio de uma transicao de fase de primeira ordem passou para o
estado de vacuo verdadeiro. Porém, este mecanismo nao podia ser bem sucedido, como
o proprio Guth apontou posteriormente. Em seguida, Linde propos que o potencial do
inflaton devesse evoluir lentamente, seguido de uma transicao de fase de primeira ordem
para finalizar a inflacdo. Deste novo ponto de vista, surgiu uma grande variedade de
modelos inflaciondrios, entre eles: R2, cadtico, estendido, lei de poténcia, hibrido, brana,

oscilante, taquion, supersimétrico, superestendido, dilaton e etc [69, 89].

A maioria destes modelos podem ser classificados em duas categorias: o tipo I,
onde o inflaton é o inico campo dirigindo a expansao acelerada, e o tipo II, onde ha mais
de um campo escalar responsaveis pela inflacdo. No tipo I, ha ainda trés subcategorias.
Primeiramente temos o tipo la, conhecido como modelos de “large field”, que comegam
com um valor grande do campo e diminuem lentamente em direcdo a um minimo. A
inflagdo cadtica de Linde [90] e a lei de poténcia [91] se encaixam nesta classe. O tipo
Ib é constituido pelos modelos de “small field”, pois comegam com um valor pequeno do
inflaton e rolam lentamente em dire¢do & um minimo. O modelo da inflagdo nova [25, 26]
se encaixa nesta categoria. O tipo Ic é reservado para os modelos hibridos [92], onde a
inflacdo normalmente termina devido a uma transicao de fase desencadeada pela presenca
de um segundo campo escalar e, por fim, alguns modelos nao podem ser classificados em
nenhum tipo, como a quintessencia de Peebles e Vilenkin [93], o Taquion de Fairbairn

and Tytgat [94], entre outros [69, 89)].

4.5.1 Modelos de Large Field

Nos atendo agora a principal caracteristica que define cada modelo inflacionario, ou
seja, sua energia potencial de interagao, temos que os modelos do tipo Ia sao conhecidos

por terem sua forma funcional dada, genericamente, por
V(p) = Vog" (4.51)

(ver a figura 4.2 para uma melhor visualizagao). Neste sentido, o potencial quadratico na

inflagio cadtica de Linde corresponde & n = 2 e Vy = m?/2, com ¢ ~ mp;. Substituindo
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Figura 4.2: Ilustracao da energia potencial inflacionaria em modelos de large field.
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o potencial resultante neste caso em (4.11), obtém-se:

mmpy

@ (t)=pi— \/mt

4T m mm

onde ; e a; representam as condic¢Oes iniciais num dado instante ¢ = t;. Assim, teremos

(4.52)

2
mp; 1
= S o 4.54
¢y =1y i 2 ( )
Consequentemente, o nimero de e-folds no final da inflacdo vale
27 9 9
N =5 (e} -¢?). (4.55)

2
Mpy
Estas duas ultimas relagoes nos dizem que o periodo inflacionario desejado s6 ocorre

enquanto a condicao || > mp;/v/4m for satisfeita e que devemos ter ¢; = 3mp; para que

a medida total da quantidade de inflagdo, N, seja superior a 60 e-folds [69, 77].

Por outro lado, levando-se em conta os pardmetros slow-roll encontrados em (4.54),
obtemos [74]:
2
s=1——~=0,97 4.56
ne=1-+ (456)

r = 16ey ~ 0, 1. (4.57)

Isto significa que se o modelo da inflagdo cadtica de Linde, acima, estiver correto, as

diferentes observagoes deverao convergir para os resultados fornecidos em (4.56) e (4.57).
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Figura 4.3: Ilustracao da energia potencial inflacionaria em modelos de small field.
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4.5.2 Modelos de Small Field

Os modelos do tipo Ib, que podem surgir a partir de uma quebra espontanea de

simetria, sdo caraterizados pela forma geral da energia potencial, em torno de ¢ = 0,

_ AN
Vip)=Vo |1 —| = . (4.58)
1

A inflagdo natural de Freese e colaboradores [95] corresponde a V () = m* [1 + cos (¢/ f)],
com m ~ mgur € f ~ mp;, onde estas duas escalas de massa caraterizam a altura e a
largura do potencial do inflaton (Figura 4.3). Neste modelo, desconsiderando-se a criagdo

de particulas pela instabilidade espinodal [96], o nimero de e-folds é expresso por

N = 167ng In [Si,n (%/Qf)} . (4.59)
mp; | sin(ei/2f)
Para que a expressao acima atenda & N 2 60, é necessario que ¢; < 0, lmp; para f ~ mp;.
Consequentemente, tem-se que
nom 1 0,96 (4.60)
8 f2
e
= NEZIIIN 0,04. (4.61)

3m le
Portanto, a inflacdo natural prediz que, em escalas super-Hubble, as ondas gravitacionais

inflaciondrias sdo exponencialmente suprimidas pelos modos escalares [97].
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4.5.3 Modelos Hibridos

Modelos hibridos pertencem a terceira classe inflaciondria (tipo Ic), normalmente
correspondentes aqueles que envolvem supersimetria no potencial conduzindo a inflacao.
Diferentemente dos outros modelos acima, a inflacdo hibrida normalmente termina ou
devido a uma transicao de fase de primeira ordem ou devido a presenca de um segundo
campo escalar [89]. Nos casos em que hé outro campo escalar, além do inflaton, dizemos
que a energia potencial inflacionaria é do tipo “cascata” [69]. Uma visualizagao simplética

disto ¢ apresentada na Figura 4.4, abaixo.

Figura 4.4: Tlustracdo da energia potencial inflacionaria em modelos hibridos com a
presenca de um segundo campo escalar. Aqui, a inflagdo inicia com um valor grande
do campo, que diminui até atingir um ponto de bifurcacao, ., onde torna-se instavel,

rolando em “cascata” em dire¢cao a um minimo global.
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Fonte: Bassett et al. (2006)

Como podemos observar, durante a fase inicial nos modelos hibridos, o potencial

efetivo da inflacao é descrito pela relagao de campo tnico
_ 2\
vio-nfi+ (2)] w

A exemplo disto, consideremos a inflacdo hibrida de Linde, descrita pelo potencial (98]

C M2\? 1 1
V(o,¢) = 2 <02 — @> + §m2902 + 592@202. (4.63)
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No inicio da inflagdo, quando ¢ é relativamente grande, o campo rola em direcao ao
minimo em o = 0. Neste ponto, temos que V =~ (M*/40)+ (1/2) m?p?. Quando ¢ torna-
se menor que ¢, = M/g, a massa quadratica efetiva de ¢ torna-se negativa, causando
uma instabilidade taquionica e uma transicio de fase com quebra de simetria ocorre.
Pode-se verificar que sob as condigoes M2 > m?/ (0g?), onde m? < H?, a regido ¢ > ¢,

corresponde a um estégio de inflagdo [99].

Sendo assim, o nimero de e-folds medindo a duracao da inflacao é dado por:

4 .
N~ TOMT (90’) . (4.64)

2,72
mamp; Pe

Enquanto isso, o indice espectral inflacionario da [100]

2,2

mm
s 1 i 4.65
onde HZ = 2mOM*/(3m%;). Este modelo tem algo de especial. Deve-se notar que,

embora gere um indice espectral sempre maior que a unidade, para os valores numéricos
dos parametros g2 ~ ©7!1 ~ 1071, m ~ 10? GeV (escala eletrofraca) e M ~ 10! GeV,

utilizados no trabalho original [99], obtém-se a excelente aproximagao n, —1 = O (107%).

4.6 Nao-Gaussianidade Primordial

Conforme vimos até aqui, o fato crucial das inomogeneidades primordiais na RCF
e a presenca de estruturas em larga escala levou-nos a concluir que existiram pequenas
flutuagoes em torno do background FLRW, que foram amplificadas devido a instabilidade
gravitacional no fluido césmico. A origem destas flutuagoes estd intimamente ligada a
existéncia de uma fase inicial do universo em que o fator de escala evoluiu abruptamente,
devido a densidade de energia proveniente de um campo escalar minimamente acoplado
a gravidade, denominada Inflagdo Cosmica. Com o advento do paradigma inflacionario,

uma série de enigmas deixados pelo HBB foram, também, solucionados.

Apesar da simplicidade e eficiéncia da teoria da inflagdo, o mecanismo pelo qual as
perturbagoes cosmologicas foram geradas ainda nao esta bem estabelecido. Recentemente,
outros mecanismos além do slow-roll, padrao, e o curvaton foram propostos. Alguns deles
sdo: os cendrios de reaquecimento nao-homogéneo [101, 102, 103], a inflacdo fantasma [104]

e o mecanismo de oscilagao [105], dentre outros que se caracterizam pela agao de mais de
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um campo escalar, ou pela quebra de simetria, durante a inflagdo. O ponto crucial aqui
é que a maioria destes cenarios alternativos dao origem a perturbagoes cosmologicas que
nao sao necessariamente gaussianas em sua distribuicao espacial. Neste sentido, devemos

recorrer a estatisticas nao gaussianas afim de incluir estes mecanismos em nossa descrigao.

Outra motivacao, utilizando, agora, um argumento puramente fisico para a inclusao
da nao-gaussidade é que durante toda sua evolug¢ao pods inflacionaria as perturbacoes
cosmoldgicas sao alimentadas pela gravidade, que, no contexto das equagoes de Einstein,

¢ altamente nao linear [61].

O grande trunfo da abordagem nao gaussiana das perturbagoes cosmoldgicas é o
fato dela nos permitir descartar uma gama de modelos que da forma convencional sao
indistinguiveis. Isso tudo a partir da medi¢cdo de um tnico parametro sinalizando uma
possivel fonte de ndao gaussianidade primordial, ou seja, possiveis interacoes do campo
inflaton. De fato, assim como acontece no cenario slow-roll convencional, os mecanismos
alternativos também predizem genericamente um valor do observavel ng muito préximo
da unidade. Vale ressaltar que a deteccao de grandes nao gaussianidades primordiais nao
excluem totalmente a inflacdo, apenas seleciona um pequeno niimero de modelos, isto €,

aqueles que sao consistentes dentre a gama existente.

A consequéncia mais imediata em assumir-se que uma certa distribuicao nao é
precisamente gaussiana é que a funcao de correlacao de dois pontos, e portanto o espectro
de poténcia associado, nao contém todas as informagoes relevantes sobre o fenémeno de
interesse. O objeto matemético que contempla isto é a funcao de correlacao de trés pontos,
acompanhado do bispectro da distribuicao. Levando em conta a perturbagao da curvatura

comdvel, R, o bispectro escalar (B;) é definido mediante a relagao [60]
<RE1RE2RE3> = (27T)3 ) (El + EQ —+ ]23) BS (El, EQ, Eg) . (466)

O modelo mais simples de nao-gaussianidade primordial foi estabelecido via uma

correcao nao linear da perturbacao gaussiana, R¢, de tal maneira que

R =Re + ‘;’fjsz“’ (R - (R2)), (4.67)

cal

onde fi! mede o grau de ndo-gaussianidade local na perturbagao R [106]. Historica-

mente, esta parametrizagao foi estabelecida em termos do potencial newtoniano, ¥, de

local

modo que ¥ = g+ [l (U2 — (U2)). Desta forma, considerando somente perturbagoes
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adiabaticas em largas escalas, no dominio da matéria, é facil mostrar que ¥ = (3/5) R,
oriundo das condig¢bes iniciais exigidas pela inflagdo, justificando o fator numérico em
(4.67) [61]. Relacionando (4.67) com (4.66), é possivel deduzirmos que [60]

local __ ? BS (kh k2’ kg) . (468)
NL 76 | Py (ky) Py (ko) + Py (ko) Py (ks) + Py (k3) P (ky)

Um aspecto muito importante a respeito do parametro de nao-gaussianidade é que,
no contexto slow-roll padrio, como demonstrado por Maldacena [107], fi5* é totalmente
suprimido pelos pardmetros slow-roll, implicando em fy% = O (ey,ny). Mais do que
isso, Creminelli and Zaldarriaga [108] demonstraram que, sobre o tnico pressuposto de
que a inflacdo seja acionada pela agdo de um tunico campo escalar, o limite k3 — 0
da correlacao de trés pontos é suprimida por 1 — n,, desaparecendo totalmente para
perturbagoes perfeitamente invariantes de escala. Isto significa que a deteccdo de uma

nao-gaussianidade expressiva neste limite implica no descarte total dos modelos de campo

unico e que devemos considerar interacoes no inflaton.

Por outro lado, como pudemos constatar, o parametro de nao-gaussianidade, em
(4.68), depende exclusivamente dos B, e P,. Na prética, obter algebricamente o bispectro
de um determinado modelo de inflacio pode ser um procedimento muito complicado.

local

Entretanto, existem técnicas muito poderosas para obtencao de fy7* que nos permitem

contornar esta situagao. Uma delas é o formalismo d N, assunto da proxima segao.

4.7 Formalismo 6N

O formalismo dN é uma técnica poderosa que se presta originalmente a calcular
a perturbacao da curvatura numa variedade de modelos de inflacao. Este procedimento
consiste em perceber que, em escalas super-Hubble, a perturbacao da curvatura comovel
pode ser interpretada como uma perturbacao na expansao local. Mais precisamente, R
é igual a perturbacdo no nimero de e-folds, N, decorrente de perturbacdes em campos

escalares iniciais ¢y, avaliadas no gauge espacialmente plano [109]. Ou seja,
ON
R=N=> — (¢ ) 4.69
> gy o1 (4.69)

Do ponto de vista fisico, isto acontece pois, em escalas superiores ao raio de Hubble,

podemos olhar para o universo como sendo uma cole¢cao muito grande de “pequenos”
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universos separados, onde a expansao adquire um carater local e sua dindmica ¢ FLRW
com muito boa aproximacao. Globalmente, as diferentes partes do universo evoluem
a partir de valores iniciais distintos, onde para cada “mini-universo” especifico h4 uma

solugao background. Desta forma, podemos entender as perturbagoes [110].

Definindo-se entdao Ny = ON/J¢;, podemos reescrever a relagao (4.69) como sendo
simplesmente R = 3; Ny (d1),,- Levando isto na equacdo (3.65), vemos que o espectro

de poténcia resultante vale

Py = Z (N1)* Peogy,, (4.70)

Esta abordagem pode ser estendida para incluir os efeitos das perturbagoes nao
lineares dos campos nas flutuagées métricas. Expandindo-se R em série de Taylor até o

termo nao linear de ordem mais baixa, obtemos
R ~ ZNI (d1),, ZNIJ (01)y, (6p)y + -, (4.71)

onde N;; = 0°N/0p;0p;. Em seguida, a comparacio direta desta equacio com (4.68)

fornece uma aproximacao de segunda ordem para fy; dada por [110]

NiN;N NN N,
51 2rs N 2J 4y (kL) PSZI,J,K 17 2J3K KI
(X, N3)’ (X1 NY)

onde L é o tamanho da regiao onde as propriedades estocédsticas das perturbagoes estao

local __

= 4.72

sendo investigadas. Isto significa que, se apenas a contribuicao de um campo escalar é
importante durante a expansao perturbada, havera entao uma contribuicao nao-gaussiana
na perturbacao da curvatura comével local correspondendo a

local __ 5 NII

NL — 6?}27 (473)

caso as perturbagoes no campo, propriamente dito, sejam gaussianas [110].

Em particular, no contexto da inflagao slow-roll de campo tnico, padrao, onde N
¢ calculado a partir de (4.17), o pardmetro de nao linearidade é dado, em termos dos

parametros slow-roll, por [61]

5
N = 5 (nv —2ey). (4.74)

Esta expressao nos mostra que se este for o mecanismo correto que gerou as perturbagoes
cosmolégicas, entdo fio5 < 1 e a ndo-gaussianidade primordial do universo é algo infimo.

Em outras palavras, pode-se dizer que as interagdes no campo inflaton foram despreziveis.
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Figura 4.5: Dados Planck TT da RCF (pontos vermelhos). A linha sélida azul representa

o modelo de concordancia césmica, ACDM plano.
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Fonte: Akrame et al. (2018)

4.8 Inflacao e Observacgoes

A teoria da inflacdo ndo é apenas uma saida elegante para os problemas do HBB.
Ela também faz intmeras previsdes que podem ser confrontadas com as observagoes.
Resumindo suas principais previsoes, temos: o universo observavel deve ser plano; as
perturbagoes produzidas durante a inflagdo devem ser adiabaticas e aproximadamente
gaussianas; perturbacoes geradas num regime slow-roll tém um espectro aproximadamente
plano (ns & 1); também produzem picos caracteristicos no espectro de poténcias da RCF,

ao passo que tém os modos tensoriais fortemente suprimidos pelos escalares.

Testar todas estas previsoes da inflagdo nao é uma tarefa simples, carecendo de um
numero expressivo de informagoes e uma excelente ferramenta estatistica para refinamento
dos dados. Avancos significativos neste campo foram alcangados s6 recentemente, com
o advento da sonda espacial WMAP, seguida do satélite Planck. O levantamento de
dados cosmoldgicos da tultima missao Planck permitiu, através do espectro de poténcia da
RCF (Figura 4.5), uma caracteriza¢ao precisa das perturbagoes primordiais e altamente
consistentes com as previsoes dos modelos inflacionarios mais simples, fornecendo, por

exemplo, ny = 0,9649 £ 0,0042 (em 68% CL) e r¢ 02 < 0,056 (em 95% CL) [40, 111].
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Figura 4.6: Dados Planck, BAO e BK15 combinados as previsoes tedricas de ng e r, em

primeira ordem na aproximagao slow-roll, de alguns modelos inflacionarios. As previsoes

1

consideram a escala pivo k, = 0,002 Mpc™" e incluem a incerteza no numero de e-folds,

50 < N < 60. As marginaliza¢oes usadas sao de 68% e 95% CL, assumindo a, = 0.
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Foram utilizados trés métodos distintos para a reconstru¢ao nao paramétrica do
espectro de poténcia primordial: a probabilidade penalizada e os splines linear e cubico,
todos apontando para uma lei de poténcia pura, na faixa de escala comével 0,005 Mpc™t <
k < 0,2 Mpc~t. Também fora testada a possibilidade de um indice espectral com uma
dependéncia na escala. Para tanto, foram investigadas a variacao do indice espectral e a
variagao da variagao disso (ou seja, até a quarta ordem na expansao de Taylor de In Pg).

Porém, o que os dados mostram é que o, = —0,005 40,013 e d? (n,) / (dInk)* = 0 [111].

Em seguida, utilizando os novos dados de polarizacao do Planck, a colaboracao
conseguiu detectar uma contribuicdo infima de nao adiabaticidade para as variagdes de
temperatura da RCF de 1,3% para matéria escura fria (CDM), 1,7% para densidade de
neutrinos e 1, 7% para velocidade de neutrinos, com 95% CL. Para a nao-gaussianidade
primordial, a analise combinada de temperatura e polarizacao do Planck produziu um re-
sultado final correspondente a fi95% = —0,945, 1, a4 68% CL [112]. Todos estes resultados
sao consistentes com as previsdes dos modelos inflacionarios de campo tnico, favorecendo

o mecanismo slow-roll padrao para a geragao das perturbagoes cosmoldgicas [112].
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Modelo de Inflacao Generalizado

A forma da energia potencial dominante no universo primordial tem sido uma das
quantidades fisicas mais investigada por fisicos de particulas e cosmodlogos de uns anos
para ca. Esse fendomeno se deve ao sucesso da cosmologia inflacionéria, proposta ainda no
final do século passado. Nesse contexto, diversos modelos e mecanismos para a inflagao
foram propostos, sobressaindo-se entre eles o atual cenédrio padrao slow-roll, conduzido

por um campo escalar inico — nomeado inflaton — e suas mintsculas interacoes.

No capitulo anterior desenvolvemos todos os principios da cosmologia inflacionaria
padrao e discutimos sobre suas principais implicagoes nos campos tedrico e observacional.
Confrontamos previsoes tedricas dos principais modelos com os resultados de quase duas
décadas de observacoes e chegamos a conclusao de que a realidade parece se adequar
aqueles que caracterizam-se por uma forma mais simples, fazendo valer um principio
epistemoldgico antigo conhecido como a navalha de Occam. Em particular, vimos que os
potenciais da forma “lei de poténcia” se ajustam bem aos dados observacionais do Planck

(ver novamente Figura 4.6).

Muitos desses potenciais propostos para o universo inflacionario sao motivados pela
Fisica de particulas moderna, ou teoria quantica de campos (TQC), como o potencial de
Coleman-Weinberg [113]. J& outros como m?p? ou A\p?, j4 abordados neste trabalho, nao
tém nenhuma relagdo direta com alguma teoria especifica da Fisica. Em particular, essa
ultima abordagem ¢é bastante razoavel, uma vez que nao temos ideia de qual teoria da

Fisica de particulas melhor descreve o universo primordial [114].

70
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Nesse sentido, uma forma de energia potencial para o inflaton bastante conhecida
na literatura, e que merece atengao particular, é a proposta por Peebles e Ratra [27] e,
em seguida, por Wetterich [115] e Ferreira e Joyce [116], entre as décadas de 80 e 90 do

século passado. Essa forma de energia potencial trata-se da exponencial simples

V() ocexp (—Ap), (5.1)

onde A é um parametro real relacionado a escala de energia da inflagao.

O fato é que campos escalares com energias potenciais puramente exponenciais
sao bastante comuns na Fisica de particulas. Podemos incluir neste rol as teorias de
supercordas e supergravidade (modelo de Salam-Sezgin [114]), gravidade com termos de
ordem superior (modelo de Shafi-Wetterich [117]) e teorias de Kaluza-Klein com dimensoes

extras compactadas [119], entre outras.

Baseados na riqueza fisica presuntiva desses modelos, propomos uma nova forma
de energia potencial para o campo inflaton, que generaliza a forma exponencial (5.1), isto

é, propomos o potencial deformado

Vi (p) oc exp, (—Ap) (5.2)

dominante durante a era da inflagdo, onde

1
exp, (—Ap) = (\/1 + K2AN2p? — m\gp) ", (5.3)

com k sendo um pardmetro real de deformacdao. Pode facilmente ser verificado que,
no limite k — 0, exp, (—Ap) — exp(—Ag). Consequentemente, V, (p) — V (¢) e
tanto a matematica quanto a fisica dessas teorias sao restauradas. Também, vé-se que

exp, (—Ap) exp,. (Ap) = 1, configurando assim uma distribuigao estatistica generalizada.

Em principio, para verificarmos a extensao de um simples modelo ou de toda uma
teoria fisica, é sensato inseri-lo dentro de um contexto mais amplo, revelando-se assim
novas solucoes. Foi assim quando as teorias quantica e relativistica generalizaram as
ideias classicas de movimento de Newton e em muitas outras situagoes emblematicas da
Fisica. Uma caracteristica excepcional da k-exponencial (ou exponencial k-generalizada),
acima, é que todos os elementos que vivem no espago formado por essas fungoes se somam
da mesma forma que os momentos na teoria relativistica. Veremos um pouco disso e sobre

as demais propriedades matematicas dessa funcao na Secao 5.1, a seguir.
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5.1 Elementos da k-Estatistica e k-Algebra

A k-estatistica (ou estatistica k-deformada) surge no contexto do comportamento
cinético nao linear observado em muitos sistemas de particulas, visando incrementar uma
nova forma de entropia generalizada, fundamentada no principio de interagao cinética
(KIP) das particulas e no dmbito da relatividade especial, para descrever a evolugao
temporal desses sistemas estatisticos. Como o KIP sugere, esta descri¢cao busca apresentar
de forma unificada as estatisticas ja consagradas, como a estatistica padrao de Maxwell-
Boltzman [120] e a ndo extensiva de Tsallis [33]. A forma como tudo isso aparece na Fisica
Estatistica pode ser consultada de forma detalhada nas referéncias originais desenvolvidas

por G. Kaniadakis [34, 35, 36].

Embora o espago das distribuicoes k-deformadas seja demasiadamente amplo, nos
concentraremos apenas nas principais propriedades da fungao de interesse (5.3), reescrita
de forma genérica como exp,, (x) = (\/m + m:)é, com 0 < k < 1. Assim, defini-se
a k-distribuigao

fi = exp, (=BE; + Bu), (5.4)

cujos limites assintoticos reproduzem

exp (—BE; + Bu), BE; — Bu—0;

fz‘N _1

(5.5)

Ou seja, recuperamos a distribuigao ordinaria de Boltzmann no limite de baixas energias,

ao passo que ganhamos uma forma de uma lei de poténcia para sistemas a altas energias.

Por outro lado, a k-algebra (ou algebra k-deformada), também desenvolvida pelo
fisico italiano Giorgio Kaniadakis (ver [34]), se ocupa de exprimir o conjunto de relagoes
axiomaticas e as operacoes ligadas a estatistica k-generalizada, ou seja, ao espaco das

fungoes do tipo (5.3), deformadas pelo pardmetro real k.

Para expressarmos os principais resultados da k-algebra, consideremos x,y € R e

—1 < k < 1. Sendo assim, a k-soma é definida como
xéy:x\/1+ﬁ2y2+y\/1+ﬁ2x2, (5.6)

e o k-produto por
K 1 1
r ®y = —sinh { sinh ™! (k) sinh ™" (ky)| . (5.7)
K K
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Ambos, k-soma e k-produto, obedecem a propriedade distributiva
zé(xéy)z(zéx)é(zéy) (5.8)

e a correspondéncia

K K K 1 K
r@xrd- - Hxr=—sinh(kn) ® z, (5.9)
K

onde n é o nimero de vezes em que x aparece k-somado no lado esquerdo da igualdade.

Todas estas operagoes recaem sobre a dlgebra ordinaria no limite k — 0 [34].

Por fim, incorporamos a esta secao a forma generalizada dos operadores derivada
e integral simples. Ja vimos que uma certa quantidade ira se repetir qualquer que seja
a operacao que executemos neste espago. Essa quantidade é o fator de Lorentz e a
definiremos por vy (z) = v/1 + k2z2. Desta forma, a s-derivada de uma f (), com respeito

a variavel x, é dada por

5.10
i (5.10)

enquanto que a k-integral disso, também com respeito a x, ¢ dada por

/dnxf(x)z/ @ i, (5.11)

7 ()

onde d,x = dx /v (x) é a k diferencial de x.

Estas sao as propriedades mais elementares da x-matematica a partir das quais
é possivel estender a teoria para incluir coisas como as k-transformadas de Mellin e de
Laplace, a k-fun¢ao gama, a k-expansao de Taylor, e assim por diante. Para um estudo
completo da k-matematica o leitor deve dirigir-se ao trabalho original de Kaniadakis, na
referéncia [34]. Resumimos algumas propriedades operatérias bésicas da k-exponencial,

que podem ser consultadas no Apéndice B.

5.2 Inflacao x-Exponencial

Agora iremos expor as implicagoes fisicas e matematicas de conceber-se um modelo
inflaciondrio slow-roll, caracterizado pelo potencial generalizado (5.3). Calculando-se as

derivadas de (5.2) necessarias e substituindo-as imediatamente nas relagoes (4.12) e (4.13),
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obtemos as seguintes expressoes para os parametros slow-roll generalizados:

1[ a7

€y, (90) = 2[7(@)1 ) (5-12)
A2 (1—2k o

. (#) = 2{72(@ ) [eXpH(—w)]”}’ (5:.13)

em unidades de M3, = m%,/87 = ¢ = 1. Como esperado, essas expressoes se reduzem
ao resultado exponencial usual ey = 7y = A?/2 no limite k — 0. Diferentemente da
abordagem convencional, podemos obter o valor do campo escalar no final da inflacao
(pe), exigindo-se que ey, (p.) = 1, ou seja,

1/1 1\3
Pe = — <2 - )\2> s V Kk 7é 0. (514)

Imediatamente, conclui-se que s6 ha solugoes fisicamente aceitaveis para o nosso modelo

generalizado quando |\| > v/2.

Em seguida, utilizando-se as expressoes (5.12) e (4.17), obtemos a seguinte relagao

entre o niimero de e-folds generalizado e o campo:

No=~[v(p)+1]. (5.15)

Enquanto isso, os indice espectral escalar (ng,) e razao tensor-escalar (r,) dao:

e flt2k 2K
Pon = 1= 74 {72 (®) 7 (p)[exp, (—M)]”} (516)

e
8\?
72 ()
Essas duas quantidades podem ser relacionadas — eliminando-se o campo — para dar
re e \?
s, —1l=——1|1=-2r(1— . 5.18
e 8 l " < 8)\2) ] (5.18)

Essa tultima expressao ¢ extremamente importante, pois nos permite comparar duas
quantidades observacionais diretamente, além de ser a generalizacao da expressao usual,

r =8 (1 — ny), esperada no cendrio exponencial usual (equagao (5.1)) [69].

O ultimo parametro inflacionario relevante, mas que ainda nao é bem restringido
pelas observacoes, é o nivel de nao gaussianidade primordial, determinada por (4.74).
Substituindo os parametros slow-roll (5.12) e (5.13), obtemos:
5A2 (1 + 2k 2K
12 { V() 7 (e) [exp, (—w)]”} '

e =

(5.19)
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Combinando esta expressao com a do indice espectral (5.16), encontramos a seguinte

relacao direta entre esses dois observaveis:

oca 5
et = = (na, = 1). (5:20)

Essa expressao simples nos mostrando haver uma relacao linear entre o indice espectral
escalar e a nao linearidade das perturbagoes primordiais também é chamada de relacao
de consisténcia e ¢ a mesma (a menos de um sinal) obtida em [118]. Em particular, vé-se

— 13 ; local __
que n,, = 1 implica em [y = 0.

5.3 Discussao dos Resultados

Em primeiro lugar, para efeitos de visualizagdo, expomos o comportamento do
nosso potencial generalizado, Vj; (¢), como fungao de ¢, para determinados valores do

pardmetro de deformidade, k. Veja, a seguir, a figura (5.1).

Figura 5.1: Potencial inflacionario generalizado, V, (@), como fungao do campo associ-
ado, ¢ (equagao (5.2)), para determinados valores do parametro e valor fixo A = 1, 5.
Como exp,. (—x) = exp,. (x), o potencial generalizado nao contempla solugdes situadas na

area abaixo da soluc@o usual (linha sélida).

1,0 —
k=0.0
~~~~~~~~ k=04 |
08F N 0000 k=0.7
——————— k=10 |
. i
04} ""?‘??{;;::\ .
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

¢

Fonte: Autor (2020)
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A partir da figura 5.1 nota-se que, para todo x # 0, o comportamento lei de
poténcia é evidenciado, enquanto que para x = 0 recaimos sobre a curva sélida, onde o
potencial exponencial usual é totalmente recuperado. Além disso, é possivel notar que
conforme consideramos valores maiores de k, o potencial generalizado torna-se cada vez

mais plano. Isso é totalmente consistente com as condigoes slow-roll da inflagao.

Apesar das expressoes bastante complicadas, o modelo exibe um comportamento
altamente condizente com o esperado. Na Figura 5.2 é mostrado o comportamento do
indice espectral generalizado, como fun¢ao do parametro x, para alguns valores de N,

dentro da incerteza observacional, 50 < N, < 60.

Figura 5.2: Indice espectral (n,_ ) como funcio da deformacdo (k) para alguns valores

do nimero de e-folds variando no intervalo N, =55+5e A =1,5.

1,0

0,9

SK

0,8

0,7

Fonte: Autor (2020)

Podemos observar que, para um determinado intervalo positivo do parametro k, ng
¢ totalmente consistente com os resultados da colaboracao Planck, de que ny = 0,9649 +

0,0042, com 68% CL [111].

Por outro lado, um dos aspectos mais importante encontrados em nosso modelo ¢ a
familia de solugoes geradas pela equacao (5.18). Esses resultados sao melhor interpretados
a partir do plano n,_—r,, plotado na Figura (5.3). Vemos que a solugdo usual, x = 0, prevé

um valor para a razao tensor-escalar relativamente grande (r ~ 0,28, em ng ~ 0,965)
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Figura 5.3: Trajetoérias para diferentes valores da deformacao « no plano ns, — 7., em
primeira ordem na aproximagao slow-roll. Algo importante a se notar é o fato de que,

independentemente do valor atribuido a x, ns, = 1 implica em r, = 0.

1,0

0,8

0,6

0,2

0,0 L— - : S :
06 07 08 09 10 11 12

N

Fonte: Autor (2020)

comparado ao limite superior encontrado combinando-se os dados Planck com BICEP2
(r < 0,056 com 95% CL [111]). Com a deformacao x, nos aproximamos consideravelmente
deste limite. Obtemos, por exemplo, 7, ~ 0,08 (em n,, ~ 0,97), considerando K = —1.
No entanto, se levarmos em conta somente as medidas do Planck (79002 < 0,1 com 95%
CL [111]), a previsdao do nosso modelo é consideravelmente melhorada. A previsdo torna-
se boa, pois nao restringe tao drasticamente os valores de k ao submetermos o modelo ao

resultado das observacoes.

Por fim, vimos que a nao gaussianidade primordial, codificada por ]l\?i‘ff, pode

ser relacionada ao indice espectral, n,,_, através da expressao (5.20). Esta relagio é tao
simples que dispensa qualquer analise grafica. Comparando-se a restricao observacional
de ny diretamente com a expressao (5.20), inferimos um nivel de nao linearidade para as
perturbagoes escalares primordiais correspondente a f}\?z‘ﬁ = —0,014625 4+ 0,00175. Este

resultado estd muito abaixo do determinado pela colaboragao Planck (f{5* = —0,94+5,1

com 68% CL [112]), porém é totalmente esperado na aproximacao slow-roll (i < 1).



Capitulo 6

Consideracoes Finais e Perspectivas

A inflacao césmica constitui um dos maiores sucessos da Fisica na interface entre a
Fisica das particulas elementares e a Cosmologia, trazendo inimeras mudancas na forma
com a qual entendiamos o universo primordial. Nos fez compreender, principalmente, de
que forma a natureza pode nos trazer até aqui, ao passo que permanece nos estimulando

a investigar novos horizontes.

Apesar de haverem, atualmente, fortes concorrentes, o paradigma inflacionario
ainda é o preferido da maioria dos cosmélogos para explicar a origem das perturbagoes
primordiais, que sao a base para a explicagao das estruturas em largas escalas, bem como

a planura, isotropia e homogeneidade do patch observavel.

O fato é que sem a inflacao primordial nossos modelos e equagoes mais bem sucedi-
dos e confirmados observacionalmente dizem que o universo seria drasticamente diferente
do que conhecemos. Em outras palavras, para explicar as caracteristicas citadas necessita-
mos de uma breve fase de expansao exponencial do fator de escala nos primeiros instantes
do universo. Nossa melhor hipotese é a de que um campo escalar rolando lentamente so-
bre seu potencial, associado a densidade de energia do vacuo ou a um termo cosmologica

variavel no tempo, motivou tal fase inflacionaria.

As consequéncias desta suposicao foram objeto de estudo em intimeros trabalhos,
vindo a se consolidarem com o advento das principais sondas espaciais, WMAP e Planck.
Estes satélites observaram, de forma minuciosa, as flutuacées de temperatura da RCFM

e fizeram medidas extremamente precisas dos parametros adotados na teoria inflacionéaria
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e que sao a ponte entre teoria e observacao. O resultado disso tem sido, até hoje, a
confirmacao do paradigma como um todo. Entretanto, devido a uma liberdade de escolha
no potencial do inflaton — nome dado ao campo inflacionario destacado — sugerida pelo

formalismo, um nimero consideravel de modelos surgiram, todos igualmente bons.

Neste sentido, o que fizemos foi estudar aprofundadamente a teoria da inflacao
césmica, passeando pelo modelo padrao da cosmologia — modelo ACDM — e pela teoria
linear de perturbagoes cosmoldgicas. Analisamos alguns dos principais modelos de inflagdo
da literatura disponivel e, ao final, propomos um novo, consistindo da generalizacao do
cenério usual V' o exp (—Ag), proposto entre as décadas de 80 e 90 (mas que é investigado
até hoje) no contexto das teorias k-deformadas. Algo parecido ja havia sido feito em [32],
no ambito da estatistica nao gaussiana de Tsallis. Para tanto, utilizamos o formalismo

desenvolvido por Kaniadakis e definimos o potencial inflaciondrio como (5.2).

Como consequéncia da nossa k-generalizagdo, obtivemos as relagoes (5.12) e (5.13)
para os parametros inflacionarios slow-roll e chegamos a uma expressao analitica simples
para o campo no final da inflagdo (expressao (5.14)), restringindo a escala de energia da
inflagio para || > v/2. Dentro da incerteza 50 < N < 60 e da medida de n, da sonda
Planck, obtivemos um bom intervalo de flexibilidade para o parametro x (Figura 5.2).
Obtivemos também a relacao direta entre r e ng, expressa pela equagao (5.18) e plotada
na figura (5.3), onde encontramos resultados consistentes para a magnitude dos modos
tensoriais primordiais, levando-se em conta apenas os dados do Planck. Vale destacar que,
em nossa abordagem, contemplamos também o espectro de Harrison-Zel’dovich, como a
solugao particular r» = 0, para todos os valores da deformacao variando entre —1 < k < 1.
Por ultimo, estudamos a contribuicao de nao gaussianidade primordial proveniente do
modelo e encontramos valores muito inferiores aos estimados pela colaboragao Planck,

porém compativeis com um cenario slow-roll.

Sendo um trabalho em andamento, visamos, futuramente, restringir ainda mais o
pardmetro do modelo (A), com base numa anélise numérica entre os nimero de e-folds
(5.15), o pardmetro slow-roll (5.12) e o campo . Além disso, pretendemos obter o terceiro
parametro slow-roll, £2 (), e assim uma expressdo para a variacdo do indice espectral

» SV )
generalizado, a,, . Em seguida, relaciona-lo com o indice espectral escalar para obter o

plano n,, — a;, e confrontar as solugoes com os dados observacionais vigentes.

K
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Apéndice A

Funcoes de Hankel

As fungdes de Hankel, H("?, sio uma classe de solucdes da equacdo de Bessel
(4.29), dadas simplesmente como combinagoes lineares complexas entre as fungoes de

Bessel, J,,, e de Neumann, N, e podem ser de primeiro (1) ou de segundo (2) tipo, i.e.:
HY (k|7]) = Jo (kI7]) +iNy (KI7)) e HP (k[7]) = T, (k[7]) = iNo (K|7]), (A1)

onde

nry = 3 b (M) (A2)

m=0 m—l—v—l—l)

Jy (k|7|) cos (mv) — J_,, (k|T])

sin (7o)

Ny (kl7|) = ) (A-3)

para 7 definido no intervalo —oo < 7 < 0.

Para a nossa felicidade, nos interessa saber apenas o comportamento assintotico

destas fungoes. Isto corresponde a

2 N\
1 (172) — 1 — — ] —

no limite indicado, k|| — oo, e

, 2 ™\ T'(v) ., s _
(1’2) = — — VT3 v
k|1T1\I£1>0 H (E|T]) =4/ — exp ($z 2) - (%) 2°72 (k|r))™7, (A.5)

no limite indicado, k|7| — 0.

Na nossa notagao (texto principal), utilizamos v — vg para os modos escalares
(equagao (4.29)), e v — vr, para os modos tensoriais (equagao (4.45)). Enquanto isso,

reservamos v (sem indice) para ser a varidvel de Mukhanov-Sasaki.
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Apéndice B

Funcgoes exp,. (r) e Ing (x)

B.1 Definicao

A exponencial generalizada, exp,, (), segue as mesmas regras de definigdo que a

exponencial usual, exp (). Ou seja, procuramos uma f (z) (generalizada) que satisfaz

f(ady)=r@rw. (B.1)
ou ainda
d{;:j> — (@), (B.2)

A funcao que satisfaz as equagdes acima, considerando as propriedades operatérias dentro

da k-algebra, é a exponencial generalizada definida por:

=

exp, (z) = (\/1 + K222 + /ﬂ:) (B.3)

Note que no limite k — 0, todo este processo se reduz naturalmente a abordagem usual,

de modo que a solugao torna-se a exponencial ordinéria.

Associada a fungao generalizada exp,. (), podemos definir uma nova de tal forma

que In, [exp, ()] = x. Isto d4

In, (z) = % (B.4)

Note que esta funcdo ¢é a inversa de (B.3).
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Apéndice B. Funcoes exp, (z) e In, (2) 92

B.2 Propriedades Basicas

E ficil mostrar que as duas funces definidas acima, exp,, () e In, (z), possuem as

seguintes propriedades k-algébricas:

Tabela B.1: Propriedades bésicas de exp, (z) e In, ().

exp,, (z) In, (z)

exp, () = exp () Ing () = In (x)
exp_,, (1) = exp, (1) | s (2) = In, ()
exp, (—oo) = 0% In, (01) = -0

exp, (0) =1 In, (1) =0

exp,. (+00) = 400 In, (+00) = 400
expy (¢) expy (~) = 1 | Ing (1) = — In (2)

Também ¢é facil verificar que algumas destas relagoes, acima, surgem como casos

particulares de outras propriedades mais gerais, i.e.:
exp, () exp, () = exp, (25 y). (5.5)
exp, ()] = expy, (e). (B.6)
para a exponencial generalizada, e
Ine(wy) = I (2) & e (y), (B.7)
In, () = rlng (z), (B.8)
para o logaritmo natural generalizado, qualquer que seja € € R.

Um tltimo aspecto importante (se ndo o mais importante) e que merece mengao

sao os comportamentos assintoticos destas funcées. No caso da k-exponencial, teremos:

. - +1/|)
im expy, () ~ [2mz[7, (B.9)
e para o k-logaritmo,
1
lim 1 ~ I B.1
e i (z) 2|r<c|$ ’ (B.10)
1
i ~ 4 —glnl
wgﬁnoolnﬁ (x) +2|I€|x . (B.11)

Note a conformidade com a usual performance do tipo lei de poténcia. Esta caracteristica

é exclusiva da forma generalizada de cada uma das funcoes.
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